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Introduction
La description quantique de l’interaction lumie`re-atome suscite beaucoup d’in-
te´reˆt depuis les de´buts de la me´canique quantique. Le de´veloppement de l’optique
quantique, a` travers la quantification du champ lumineux, a permis l’e´mergence
de l’e´lectrodynamique quantique (quantum electrodynamics (QED)) au de´but des
anne´es 1960. Pendant plusieurs de´cennies l’interaction lumie`re-atome a e´te´ essen-
tiellement e´tudie´e dans le cadre de la QED pour un petit nombre d’atomes ou un
atome unique [1]. Des progre`s spectaculaires ont e´te´ re´alise´s en matie`re de manipu-
lation d’un e´tat quantique a` travers, par exemple, le couplage d’un atome unique
a` une cavite´ haute finesse [2, 3].
Par ailleurs, le processus d’absorption et d’e´mission“ collective ”de photons par
un ensemble de plusieurs atomes [4, 5] est au cœur de plusieurs phe´nome`nes phy-
siques d’actualite´, notamment dans le domaine de l’information quantique sous ses
diffe´rents aspects [6, 7]. Par exemple, dans une expe´rience re´alise´e sur des nuages
contenant un grand nombre d’atomes, le champ lumineux incident, approxime´ a`
un e´tat cohe´rent, est transfe´re´ en une superposition cohe´rente d’e´tats atomiques.
L’e´tat stocke´ dans l’ensemble atomique est ensuite imprime´ de manie`re cohe´rente
de nouveau dans le champ lumineux [8]. De ce fait, l’e´tat quantique est transfe´re´
entre la lumie`re et les atomes qui jouent le roˆle de me´moires quantiques [9, 10].
Cette capacite´ de ge´ne´rer, manipuler, stocker puis re´cupe´rer un e´tat quantique
de la lumie`re – qui constitue un support naturel pour le transport de l’informa-
tion a` longues distances – est l’un des enjeux majeurs du traitement quantique
de l’information [11], particulie`rement pour la re´alisation de ve´ritables re´seaux
quantiques de communication [12, 13]. Cependant, la distribution de l’e´tat quan-
tique sur des distances appre´ciables dans l’objectif de la re´alisation d’un re´seau
quantique e´tendu est freine´e par les pertes associe´es a` la diffusion, la diffraction
et l’absorption de la lumie`re durant le transport. Par conse´quent, une fois ge´ne´-
re´e et traite´e, l’information quantique doit eˆtre stocke´e localement dans des relais
quantiques. Ces derniers permettent la distribution de pairs de photons intrique´s
sur plusieurs me´moires quantiques positionne´es le long du canal de transport [14].
L’ame´lioration des performances de ces dernie`res est un sujet de recherche e´minent
vii
viii
et enregistre des progre`s remarquables. Une e´tude tre`s re´cente pre´sente une me´-
moire quantique avec un temps de cohe´rence de six heures [15]. En outre, le roˆle
de l’intrication quantique, e´le´ment intrinse`que a` la me´canique quantique [16, 17],
est crucial aussi bien dans le transport cohe´rent, que dans diffe´rents protocoles
relevant de l’information quantique [18, 19, 20]. La ge´ne´ration d’intrication quan-
tique entre la lumie`re et les atomes permet, entre autre, d’intriquer des ensembles
atomiques porteurs d’information quantique [8] et de te´le´porter l’e´tat atomique
d’un relai quantique a` un autre [21]. Par conse´quent, un des enjeux principaux
de la communication quantique revient a` ge´ne´rer des e´tats intrique´s aussi parfaits
que possible entre deux photons et a` assurer la distribution de ces derniers entre
deux sites e´loigne´s tel que leurs intrication soit le mieux que possible pre´serve´e.
Ainsi, beaucoup de travaux ont pour objectif d’e´tudier le transport cohe´rent de
l’information code´e dans de la lumie`re a` travers des re´seaux quantiques complexes
[22]. D’ailleurs, un des principaux chalenges dans la queˆte d’une distribution ef-
ficace des e´tats quantiques est d’atteindre un controˆle cohe´rent de l’interaction
lumie`re-atomes a` l’e´chelle du photon unique [23]. D’ou` l’inte´reˆt grandissant a` l’in-
vestigation des proprie´te´s du transport de la lumie`re dans les milieux atomiques
faiblement excite´s [24]. Les nuages d’atomes froids soumis a` un champ lumineux de
faible intensite´ constituent un outil ide´al pour de telles investigations. De plus, ce
syste`me offre un milieu diffusant comple`tement de´sordonne´. Il est alors largement
utilise´ pour l’e´tude du transport des ondes de lumie`re en milieux complexes, dont
les applications sont autant importantes [25].
Dans ce contexte, mon projet de the`se s’inte´resse d’une part aux effets de cohe´-
rence dans l’interaction entre la lumie`re et un ensemble d’atomes et, d’autre part,
aux effets de de´cohe´rence dans des e´tats cohe´rents intrique´s. Cette the`se a e´te´
re´alise´e en cotutelle entre, d’un cote´, le Laboratoire de Physique Mathe´matique et
Subatomique (LPMS) de l’universite´ de Constantine en Alge´rie et, de l’autre cote´,
l’Institut Non-Line´aire de Nice (INLN) de l’universite´ de Nice Sophia-Antipolis en
France.
Dans le cadre d’une compe´tence the´orique au sein du LPMS et d’une volonte´
de mise en place d’une activite´ “ Information Quantique ”, nous avons e´tudie´ l’effet
d’une de´formation de l’alge`bre sur l’intrication des e´tats cohe´rents [26]. En effet,
la de´cohe´rence subie par un syste`me quantique peut eˆtre perc¸ue d’un point de vue
mathe´matique comme une modification de sa syme´trie. Cette modification est mo-
de´lise´e par une de´formation de l’alge`bre de´crivant l’e´volution du syste`me quantique
[27]. L’e´tude de l’effet d’une telle de´formation sur l’intrication des e´tats cohe´rents
pourrait avoir plusieurs applications dans diffe´rents proce´de´s de transport quan-
tique. Par ailleurs, les travaux de recherche re´alise´s a` l’INLN, dans une e´quipe
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essentiellement expe´rimentale, m’ont permis de de´velopper mes compe´tences the´o-
riques notamment sur le volet nume´rique, mais surtout d’eˆtre au contact de l’expe´-
rience. Durant cette moitie´ de the`se a` Nice nous avons e´tudie´ le roˆle et l’e´volution
des effets de cohe´rence en diffusion multiple de la lumie`re dans un nuage d’atomes
froids, soumis a` un champ laser de faible intensite´. L’objectif de cette e´tude est
de de´terminer l’impact de la diffusion multiple et du de´sordre sur la cohe´rence
collective dans l’ensemble atomique. Rappelons qu’un couplage efficace entre la lu-
mie`re et l’ensemble atomique ne´cessite une grande e´paisseur optique de ce dernier.
En plus de son importance pour l’information quantique, l’investigation des effets
de cohe´rence dans le transport des ondes en milieux de´sordonne´s est au cœur de
plusieurs phe´nome`nes dans diffe´rents domaines de recherche. Nous pouvons citer a`
titre d’exemple le transport des e´lectrons a` travers les impurete´s du milieu dans les
supraconducteurs ou semi-conducteurs [28]. Dans de tels syste`mes many body, l’in-
teraction collective des e´lectrons avec d’autres degre´s de liberte´ (les phonons ou les
photons) joue un roˆle important dans le transport. Bien plus, les effets coope´ratifs
dus a` l’interaction des e´lectrons entre eux meˆme suscitent beaucoup d’attention.
Afin d’assurer la fluidite´ du manuscrit, nous aborderons en premier lieu l’e´tude
des effets de cohe´rence en diffusion multiple. Nous traiterons par la suite la de´for-
mation de l’alge`bre et son effet sur l’intrication quantique.
Dans le chapitre 1, nous pre´sentons les outils the´oriques dont nous ferons usage
pour l’e´tude des effets de cohe´rence dans la suite du manuscrit. A` l’encontre de
la the´orie de transfert radiatif (radiation transfert equation (RTE)), les mode`les
que nous pre´senterons dans le chapitre 1 conside`rent l’aspect ondulatoire de la
lumie`re. Ils incluent alors les effets d’interfe´rences durant le processus de diffu-
sion. Le premier mode`le, que nous appellerons mode`le des dipoˆles couple´s (coupled
dipoles (CD)), conside`re le nuage de diffuseurs comme un ensemble de dipoˆles ato-
miques couple´s via le champ lumineux de faible intensite´ auquel ils sont soumis.
Nous re´solvons le proble`me many body par un traitement matriciel nume´rique. La
deuxie`me me´thode consiste en la description de la diffusion multiple comme une
se´rie d’e´ve`nements successifs de diffusion (multiple scattering series (MSS)). Elle
permet de calculer le champ diffuse´ pour chaque ordre de diffusion par ite´ration a`
partir du champ incident. Nous montrerons que cette me´thode ne s’inte´resse qu’a`
la lumie`re, contrairement au mode`le CD. L’approche MSS est plus simple nume´ri-
quement et aussi efficace pour la description des premiers ordres de diffusion dans
des nuages de faible e´paisseur optique.
Dans le chapitre 2, nous utiliserons la me´thode MSS pour la description de
la diffusion faible de la lumie`re. Nous de´velopperons un formalisme analytique
xqui nous permettra d’obtenir une formule pour la description de la re´trodiffusion
cohe´rente. Nous montrerons que cette formule, qui ne conside`re que les deux pre-
miers ordres de diffusion, est en tre`s bon accord avec les re´sultats d’une expe´rience
re´alise´e sur des atomes froids. Nous de´crirons aussi, par une formule analytique,
la diffusion cohe´rente vers l’avant pour les nuages dilue´s. Nous constaterons que
les courbes donne´es par nos formules analytiques se superposent tre`s bien avec
les re´sultats des simulations nume´riques. Nous montrerons que la description de la
diffusion ordre par ordre permet de mettre en e´vidence une interfe´rence destructive
entre les champs diffuse´s aux premier et second ordres de diffusion. Les travaux de
ce chapitre ont e´te´ re´alise´s a` travers une forte collaboration avec Nicola Piovella
(universite´ de Milan - Italie) et Romain Bachelard (universite´ de Sao Carlos, Sao
Paulo - Bre´sil).
Le chapitre 3 est au cœur du travail re´alise´ au cours de cette the`se. Nous pre´-
senterons une expe´rience dans laquelle est mesure´e la force de pression de radiation
(radiation pressure force (RPF)) applique´e sur un nuage d’atomes froids par un
champ laser a` re´sonance. Cette expe´rience re´alise´e par Julien Chabe´ et al.mesure le
de´placement du centre de masse du nuage sous l’effet du champ incident. Elle vient
en suite d’une se´rie d’expe´riences re´alise´es a` la base du meˆme principe avec des
lasers sondes de´saccorde´s hors re´sonance atomique. Dans ces expe´riences la re´duc-
tion de la RPF pour une e´paisseur optique a` re´sonance croissante fut interpre´te´e
comme une signature des effets coope´ratifs dans le nuage. L’objectif de l’expe´rience
re´alise´e a` re´sonance est d’e´tudier le roˆle et le comportement de ces effets coope´-
ratifs en diffusion multiple. Nous comparerons les re´sultats expe´rimentaux a` deux
mode`les nume´riques. Le premier est le mode`le des dipoˆles couple´s CD sense´ donner
une description comple`te du phe´nome`ne en conside´rant les effets cohe´rents inclus
dans l’expe´rience. Le second mode`le consiste en un mode`le de marche au hasard
(random walk (RW)) de´crit par la the´orie du transfert radiatif. La comparaison
des re´sultats de l’expe´rience et du mode`le CD a` ceux du mode`le RW permeterait
de mettre en e´vidence le roˆle des effets de cohe´rence ne´glige´s par ce dernier.
Dans le chapitre 4, il sera discute´ un surprenant effet de cohe´rence que nous
avons observe´ sur la distribution des phases dans le nuage atomique. Nous tenterons
de quantifier cette cohe´rence a` travers un parame`tre d’ordre que nous comparerons
aux formules analytiques de la RTE. De meˆme, nous comparerons la distribution
de probabilite´ de l’intensite´ des dipoˆles dans l’ensemble atomique aux formules de
la RTE. Nous pre´senterons a` la fin du chapitre des travaux en cours.
Dans une deuxie`me partie, nous pre´sentons une autre manie`re the´orique as-
tucieuse de sonder les effets de cohe´rence dans un syste`me quantique intrique´ a`
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travers la de´formation de sa syme´trie. Dans le chapitre 5, nous utiliserons une
alge`bre de´forme´e d’un groupe de Lie (groupe de Weyl-Heisenberg) afin d’e´tudier
les effets de de´cohe´rence sur des e´tats cohe´rents intrique´s. Nous nous inte´resserons
aux e´tats cohe´rents ayant une intrication maximale dits maximally entangled co-
herent states (MECS). En analogie avec ces derniers, nous construirons des e´tats
cohe´rents intrique´s de´forme´s. Nous examinons les effets d’une telle de´formation sur
l’intrication du syste`me a` travers le calcul de la concurrence pour les e´tats intrique´s
en question. Nous e´voquerons a` la fin de cette e´tude l’intrication bipartite des e´tats
cohe´rents de´forme´s a` trois modes. Ces derniers pourrais eˆtre moins sensibles a` la
de´formation de l’alge`bre par rapport aux e´tats cohe´rents a` deux modes.

Premie`re partie
E´tude the´orique des effets de
cohe´rence en diffusion de la
lumie`re
1

Chapitre 1
Mode`les
L’e´tude de l’interaction lumie`re-matie`re se concre´tise dans notre cas par le
traitement de la diffusion de la lumie`re d’un champ laser de faible intensite´ par
un nuage atomique de´sordonne´. L’e´chantillon diffuseur est compose´ de N atomes
identiques de fre´quence de re´sonance ωa et de taux d’e´mission Γ. Nous supposons
que la re´ponse des atomes au champ lumineux incident E0 traduite par le moment
dipolaire induit p, est line´aire, i.e., p ∝ E0. Dans ce sens, notre e´tude sera res-
treinte a` l’espace de Hilbert contenant au plus une excitation dans le syste`me. Le
nuage atomique sera de´crit comme un syste`me d’atomes a` deux niveaux avec une
e´nergie de transition Ee −Eg = ~ωa couple´s graˆce au champ incident d’amplitude
E0 de longueur d’onde λ et de vecteur d’onde k0 = (ω/c)eˆz [29]. En description
vectorielle de la lumie`re, la transition atomique Jg = 0 → Je = 1 est de´crite par
un e´tat fondamental |gj〉 et un e´tat excite´ compose´ de trois sous niveaux Zeeman
|eαj 〉, ou` α correspond a` la composante dans la base carte´sienne telle que α = x, y, z
[30]. En effet, l’e´tude de la diffusion de la lumie`re en trois dimensions requiert la
prise en conside´ration de la polarisation de la lumie`re. Cependant, le traitement de
certains proble`mes peut se contenter de la limite scalaire dans laquelle la transition
atomique Jg = 0 → Je = 1 est de´crite par un e´tat fondamental |gj〉 et un e´tat
excite´ |ej〉 [31, 32]. Cette approximation scalaire est valable pour l’e´tude des effets
collectifs dans les re´gimes dilue´s ρλ¯3 ≪ 1 ou` ρ repre´sente la densite´ spatiale et
λ¯ = λ/2π. Par contre, dans les re´gimes denses ρλ¯3 > 1, il est ne´cessaire de prendre
en compte la nature vectorielle de la lumie`re afin de de´crire correctement les effets
de champ proche dans le couplage dipoˆle-dipoˆle. Dans de tels re´gimes ce terme de
champ proche qui n’est pas inclut dans le mode`le scalaire, peut avoir de l’influence
sur la dynamique des N dipoˆles couple´s.
Cette approche de dipoˆles couple´s pour la description de la diffusion de la lu-
mie`re par des particules die´lectriques a e´te´ introduite par Purcell et Pennypacker
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4[33] i. Elle consiste a` calculer l’amplitude du champ e´mis par le nuage a` travers la
somme des champs e´mis par tous les dipoˆles composant le nuage. En effet, a` la
position rj le dipoˆle j est soumis au champ exte´rieur incident et aussi aux champs
diffuse´s par les autres dipoˆles dans le nuage. Ainsi, cette approche microscopique
permet la description des effets de cohe´rence collectifs en diffusion multiple vu
qu’elle prend en conside´ration l’interaction entre les dipoˆles. Dans le cadre de cette
approche de dipoˆles couple´s, plusieurs me´thodes sont utilise´es pour re´soudre ce
proble`me a` N -corps de´crivant l’interaction entre la lumie`re incidente et le nuage
atomique :
— La me´thode de re´solution matricielle qui consiste en la re´solution de l’ensemble
des N e´quations line´aires couple´s de´crivant le syste`me par l’inversion de la matrice
d’interaction [35].
— La me´thode ite´rative pour le champ diffuse´ ou` la diffusion multiple collective
apparait comme une se´quence d’e´ve`nements de diffusion conse´cutifs [36].
— L’approche valeurs propres de l’Hamiltonien. Dans cette approche l’investiga-
tion des effets collectifs est re´alise´e a` travers l’e´tude du spectre de l’Hamiltonien
effectif de´crivant l’interaction dipolaire entre le syste`me des N atomes couple´s [37].
Cette me´thode a fait l’objet de travaux de the`se soutenue re´cemment au sein de
notre groupe de recherche a` Nice [38].
Dans la meˆme re´fe´rence, une e´tude de´taille´e compare les deux descriptions sca-
laire et vectorielle du proble`me de diffusion multiple collective. Cela ne fera donc
pas l’objet d’e´tude dans ce manuscrit.
La premie`re section de ce chapitre sera de´die´e a` l’ introduction du mode`le mi-
croscopique de dipoˆles couple´s en approche scalaire. Nous pre´sentons la me´thode
de re´solution matricielle que nous noterons coupled dipoles (CD). Nous utilise-
rons cette me´thode afin d’e´tudier, nume´riquement, la re´ponse de l’ensemble des
N dipoˆles au champ incident a` travers l’inversion de la matrice de couplage de
dimension N×N . Dans la seconde section du chapitre il sera question d’introduire
la me´thode ite´rative en champ diffuse´ pour la description de la diffusion multiple
collective. Nous pre´senterons cette me´thode en approche vectorielle afin de donner
un bref aperc¸u sur la description vectorielle de l’approche des dipoˆles couple´s. Bien
que les deux me´thodes traitent le meˆme proble`me de dipoˆles couple´s, nous re´ser-
verons cette appellation a` la re´solution matricielle du proble`me que nous noterons
CD (pour coupled dipoles) le long de ce manuscrit. L’approche ite´rative sera note´e
MSS (pour multiple scattering series).
i. La description ondulatoire de la diﬀusion multiple dans les milieux de´sordonne´s a e´te´ in-
troduite par Foldy [34].
5Figure 1.1. Nuage sphe´rique en distribution gaussienne de rayon r.m.s. kσR = 20
compose´ de N = 1400 atomes. b =
√
2πσRρ0σsc, b0 = 2N/(kσR)
2 en scalaire et
3N/(kσR)
2 en vectoriel. lsc = 1/ρ0σsc =
√
2πσR/b est le libre parcours moyen au
centre du nuage.
1.1 Mode`le de dipoˆles couple´s (CD)
Le mode`le que nous pre´sentons dans cette section est un mode`le microscopique
conside´rant le nuage de diffuseurs atomiques comme un ensemble de dipoˆles cou-
ple´s. Partant de l’Hamiltonien d’interaction lumie`re-atomes, nous allons de´river
les e´quations line´aires d’e´volution temporelle des amplitudes de l’e´tat excite´. La
re´solution matricielle de ces e´quations nous permettra de calculer diffe´rentes ob-
servables de´crivant le syste`me dont les expressions sont donne´es en fonction des
amplitudes de l’e´tat excite´. Ce mode`le a e´te´ largement utilise´ pour l’e´tude de la
diffusion de la lumie`re par des nuages atomiques [39] ainsi que pour l’e´tude des
effets coope´ratifs entre les dipoˆles couple´s [24].
Description du syste`me atomique
Le milieu diffusant consiste en un nuage de N atomes identiques. The´orique-
ment, l’e´chantillon de volume V peut aussi bien avoir une distribution atomique
uniforme de densite´ ρ = N/V , qu’une distribution gaussienne de la forme
ρ(r) = ρ0 exp
[−r2/(2σ2R)] , (1.1)
avec une densite´ au centre de ρ0 et un rayon r.m.s. σR. La section efficace de
diffusion atomique est de´finie par
σsc = σ0/(1 + 4δ
2) , (1.2)
ou` δ = ∆/Γ avec ∆ = ω − ωa le de´saccord du laser par rapport a` la fre´quence de
re´sonance atomique. La section efficace de diffusion a` re´sonance s’e´crit σ0 = λ
2/π
6Lz
a)
Lz
b)
Figure 1.2. a) Distribution d’un nuage d’atome en ge´ome´trie slab d’e´paisseur op-
tique b0 = 4πN/(kLxkLy) en scalaire. Sa densite´ atomique peut eˆtre exprime´e en
unite´ de la longueur d’onde au cube par ρλ3 = (2π)3N/(k3V ) ou` V = LxLyLz est
le volume du slab. – b) Cylindre : de rayon R et d’une e´paisseur longitudinale Lz.
b0 = 4N/(kR)
2 en scalaire. La densite´ atomique est donne´e par ρλ3 = (2π)3N/(k3V )
avec V = πR2Lz. L’excitation au centre (zone en rouge sur le cylindre) est une tech-
nique qui nous permet d’e´viter les eﬀets de bords.
en mode`le scalaire et σ0 = 3λ
2/2π en mode`le vectoriel de la lumie`re. L’e´paisseur
optique de l’e´chantillon est de´finie par la formule
b =
∫
ρ(0, 0, z)σscdz , (1.3)
que nous pouvons e´crire sous la forme b = b0/(1 + 4δ
2) avec
b0 =
∫
ρ(0, 0, z)σ0dz , (1.4)
l’e´paisseur optique a` re´sonance du nuage atomique. Le libre parcours moyen du
photon a` l’inte´rieur du nuage est donne´ par lsc = 1/ρσsc.
Par ailleurs, dans notre expe´rience le syste`me consiste en un nuage d’atomes de
87Rb (Γ ≃ 2π · 6.06 MHz, Γ−1 ≃ 26.23 ns pour la transition D2 [40]) soumis a` un
pie´geage magne´to-optique par refroidissement Doppler. Une fois comprime´ dans
le pie`ge, le nuage prend la forme d’une boule dense au centre et moins dense sur
7les ailes. Par conse´quent, dans nos calculs the´oriques (analytiques et nume´riques)
dont le but est de simuler le dispositif expe´rimental, nous conside´rons des nuages
de distributions spatiales gaussiennes de formes sphe´riques avec un rayon r.m.s.
k0σR exprime´e en unite´ de l’inverse du nombre d’onde. Cette ge´ome´trie sera utilise´e
dans les chapitres 2 et 3. Nous ferons e´galement usage de distributions spatiales
uniformes en forme d’une couche d’atomes (slab) d’e´paisseur k0Lz petite devant la
taille transverse de la couche. Cette ge´ome´trie largement utilise´e en tant que cas
d’e´cole nous permettra de comparer nos re´sultats a` d’autres travaux the´oriques
traitant la diffusion collective de la lumie`re par des milieux de´sordonne´s. Nous
utiliserons cette ge´ome´trie dans le chapitre 4. Il est inte´ressant de mentionner
que Manassah pre´sente dans la ref. [41] une e´tude s’inte´ressant aux effets de la
ge´ome´trie conside´re´e sur le taux d’e´mission et le shift de fre´quence en diffusion
coope´rative.
1.1.1 Approche CD scalaire
Dans cette approche nous assimilons la lumie`re a` une onde scalaire en ne´gligeant
la polarisation du champ lumineux ii. D’autre part, nous assimilons les atomes a` des
diffuseurs ponctuels e´mettant la lumie`re de manie`re isotrope sous forme d’ondes
sphe´riques. Dans ce cas, les dipoˆles oscillent entre l’e´tat fondamental |g〉 et l’e´tat
excite´ a` une seule composante |e〉. Le mode`le n’inclue que les interactions a` longue
porte´e ne´gligeant ainsi les effets de champ proche de l’interaction dipoˆle-dipoˆle.
Ainsi, ce mode`le en de´pit des approximations qu’il implique, constitue une bonne
description de la diffusion de la lumie`re par des nuages atomiques dans les re´gimes
dilue´s (ρλ¯3 ≪ 1).
Hamiltonien d’interaction lumie`re-atomes
Dans cette section nous allons pre´senter dans l’approximation scalaire l’Hamil-
tonien d’interaction entre une onde plane incidente et un ensemble de dipoˆles ato-
miques induits de positions ale´atoires. Dans le cadre de l’approximation dipolaire,
nous conside´rons les atomes comme des diffuseurs ponctuels iii. Nous rappelons que
nous faisons l’hypothe`se d’une faible intensite´ du champ laser incident afin de res-
ter dans le cadre de l’optique line´aire. Nous ferons aussi usage de l’approximation
de Markov qui suppose qu’il n y a pas d’effet de me´moire lors du processus de
diffusion. Cette approximation Markovienne est valable dans le cas d’une de´sexci-
ii. Les trois composantes du champ correspondant aux trois directions de l’espace sont rem-
place´es par une seule.
iii. Cette approximation est valable si la distance entre l’e´lectron et le centre de masse de
l’atome est petite devant la longueur d’onde λ du champ lumineux exte´rieur. Ainsi le champ a`
la position de l’e´lectron peut eˆtre approxime´ par celui au centre de masse de l’atome.
8tation lente du syste`me devant le temps de vol du photon dans le nuage iv. De plus,
nous ne´gligeons tous les degre´s de liberte´ externes des atomes (vitesse, vibrations
. . . ). Dans la repre´sentation d’interaction et dans le re´fe´rentiel de l’onde tournante
l’interaction lumie`re-atomes est de´crite par l’Hamiltonien
Hˆ =
~Ω
2
N∑
j
(
σˆje
i(∆t−k0·rj) + σˆ+j e
−i(∆t−k0·rj)
)
+ ~
N∑
j=1
∑
k
gk
(
σˆje
−iωat + σˆ+j e
iωat
) · (aˆ†kei(ωkt−k·rj) + aˆke−i(ωkt−k·rj)) , (1.5)
avec Ω = dE0/~ la pulsation de Rabi de´crivant le couplage du laser de l’e´tat fon-
damental |g〉 a` l’e´tat excite´ |e〉 avec d l’e´le´ment re´duit de la matrice de transition
dipolaire associe´ a` la transition entre l’e´tat fondamental et l’e´tat excite´. L’hy-
pothe`se d’un champ laser de faible intensite´ correspond a` Ω ≪ Γ. D’autre part
σˆj = |gj〉〈ej| est l’ope´rateur de de´sexcitation (lowering operator) de l’atome j, aˆk
est l’ope´rateur annihilation du photon de mode k et gk est la constante de couplage
atome-photon (fre´quence de Rabi du photon unique) du mode k donne´e par [42] :
gk = ωa
d
~
√
~
ε0ωkVph
, (1.6)
avec Vph le volume du photon. Il est a` noter que nous conside´rons uniquement le
cas scalaire. Par conse´quent nous omettons les notations relatives a` la polarisa-
tion du champ incident ǫL, a` celle du champ e´mis ǫk et aussi aux composante en
polarisation atomique α. D’autre part, dans l’expression de l’Hamiltonien donne´e
par l’eq. (1.5), l’approximation de l’onde tournante (Rotating Wave Approximation
(RWA)) a e´te´ faite pour le premier terme correspondant a` l’interaction entre les
atomes et le laser incident, mais n’a pas e´te´ applique´e sur le terme d’interaction
entre les atomes et le rayonnement e´mis. Ainsi, les termes re´sonants aussi bien que
les termes non-re´sonants sont inclus dans la partie relative a` l’interaction matie`re-
rayonnement. Cela permet de prendre en conside´ration les effets lie´s a` l’e´change
des photons virtuels [43, 44]. Plusieurs travaux discutent les re´percussions de l’ap-
plication de la RWA sur l’e´tude des effets collectifs a` travers le roˆle que jouent
les termes non-re´sonants dans l’Hamiltonien donne´ par l’eq. (1.5) dans certains
proble`mes [45, 46]. Plus de de´tails sur l’Hamiltonien que nous venons de pre´senter
(dans les deux approches scalaire et vectorielle) sont disponibles dans des travaux
iv. Autrement dit, cette approximation est valable lorsque le temps entre deux e´ve`nements
successifs de diﬀusion du photon est grand par rapport au temps que met se dernier a` traverser
le nuage.
9de the`ses re´alise´s re´cemment au sein de notre groupe [47, 38].
Le cas spe´cifique dans lequel un seul photon est suppose´ eˆtre pre´sent dans le
syste`me a e´te´ e´tudie´ dans les refs. [48, 23, 49]. Le cas du laser a` faible intensite´, que
nous e´tudions dans ce manuscrit, a e´te´ introduit plus tard dans les refs. [32, 24]. En
effet, la pre´sence d’un faisceau incident sur le milieu cre´e une brisure de syme´trie
(axe de rayonnement privile´gie´ selon le vecteur d’onde k0 du champ laser). Cela
peut jouer un roˆle majeur dans la re´ponse physique de ce genre de syste`mes.
Nous allons chercher une solution a` l’e´quation de Schro¨dinger
∂t|Ψ(t)〉 = −(i/~)Hˆ|Ψ(t)〉 , (1.7)
sous la forme [32] :
|Ψ(t)〉 = α(t)|g1 . . . gN〉|0〉k
+ exp (−i∆t)
N∑
j=1
βj(t)|g1 . . . ej . . . gN〉|0〉k
+
∑
k
µk(t)|g1 . . . gN〉|1〉k
+
N∑
m,n=1
∑
k
νm<n,k(t)|g1 . . . em . . . en . . . gN〉|1〉k . (1.8)
Le premier terme dans l’eq. (1.8) correspond a` l’e´tat fondamental initial sans exci-
tation et sans photon dans le mode du vide. Le deuxie`me constitue la somme sur
tous les e´tats dans lesquels un seul atome a e´te´ excite´ par le champ incident. Le
troisie`me terme correspond a` la relaxation de l’atome excite´ vers l’e´tat fondamen-
tal en e´mettant un photon dans le mode k. Tandis que le dernier terme repre´sente
la pre´sence de deux atomes excite´s a` l’inte´rieur du nuage ainsi qu’un photon vir-
tuel. Ceci est duˆ aux termes non-re´sonants dans l’Hamiltonien (1.5) et disparait
si l’approximation de l’onde tournante est applique´e. La substitution de l’eq. (1.8)
dans l’e´quation de Schro¨dinger donne le syste`me d’e´quations diffe´rentielles couple´es
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suivant
α˙ =− i
2
Ω
N∑
j=1
βje
i∆t−ik0·rj , (1.9)
β˙j =− i
2
Ωαe−i∆t+ik0·rj − i
∑
k
gkµk(t)e
−i(ωk−ω0)t+ik·rj
− i
∑
k
gke
−i(ωk+ω0)t
N∑
m=1,m 6=j
νjm,k(t)e
ik·rj , (1.10)
µ˙k =− igkei(ωk−ω0)t
N∑
j=1
βj(t)e
−ik·rj , (1.11)
ν˙jm,k =− igkei(ωk+ω0)t[βm(t)ek·rj + βj(t)ek·rm ] . (1.12)
ou` ωk repre´sente la pulsation du photon e´mis dans le mode k. En inte´grant les
eqs. (1.11) et (1.12) par rapport au temps avec les conditions initiales µk(0) =
0, νjm,k(0) = 0, nous obtenons
µk(t) =− igk
∫ t
0
dt′
N∑
j=1
βj(t
′)ei(ωk−ω0)t
′−ik·rj , (1.13)
νjm,k(t) =− igk
∫ t
0
dt′βm(t
′)ei(ωk+ω0)t
′−ik·rj
+−igk
∫ t
0
dt′βj(t
′)ei(ωk+ω0)t
′−ik·rm . (1.14)
En substituant µk(t) et νjm,k(t) dans l’eq. (1.10), nous obtenons
β˙j(t) =− i
2
Ωαe−i∆t+ik0·rj
−
∑
k
g2k
N∑
m=1
∫ t
0
dt′βm(t
′)ei(ωk−ω0)(t
′−t)+ik·(rj−rm)
−
∑
k
g2k
N∑
m=1,m 6=j
∫ t
0
dt′βm(t
′)ei(ωk+ω0)(t
′−t)−ik·(rj−rm)
− (N − 1)
∑
k
g2k
∫ t
0
dt′βj(t
′)ei(ωk+ω0)(t
′−t) . (1.15)
Ainsi, nous avons e´limine´ les degre´s de liberte´ du champ lumineux et obtenu un
syste`me d’e´quations ferme´ pour les coefficients de l’e´tat fondamental et l’e´tat a`
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une seule excitation α et β respectivement. De plus, pour une faible saturation
(re´gime line´aire) nous pouvons supposer que α ≈ 1. Ainsi, dans l’approximation
de Markov [49] l’interaction lumie`re-atomes se re´duit a` l’e´quation diffe´rentielle du
premier ordre suivante (voir annexe A.2) :
β˙j(t) =− i
2
Ωeik0·rj +
(
i∆− Γ
2
)
βj(t)− Γ
2
N∑
m 6=j
βm
exp(ik0 | rj − rm |)
ik0 | rj − rm | , (1.16)
ou`
Γ =
d2k30
2πε0~
, (1.17)
est le taux de relaxation de l’atome vers l’e´tat fondamental de´rive´ par l’approche
quantique en mode`le scalaire v [50].
L’eq. (1.16) exprime l’e´volution temporelle du coefficient βj correspondant a`
l’amplitude |βj|2 de l’e´tat dans lequel seul l’atome j est excite´. Ainsi, toute la
physique de l’interaction entre le champ incident et les dipoˆles induits a` laquelle
nous allons nous inte´resser est inclue dans le syste`me d’e´quations diffe´rentielles
(1.16). Le premier terme de l’eq. (1.16) repre´sente l’onde plane incidente et le se-
cond est relatif a` l’e´volution naturelle du dipoˆle j en re´ponse au champ lumineux
exte´rieur. Ces deux termes suffisent pour la description d’un nuage tre`s dilue´ sans
effets collectifs. D’autre part, l’effet que subi le dipoˆle j a` cause de la pre´sence
des autres dipoˆles du nuage (effet collectif) est inclus dans l’eq. (1.16) a` travers le
terme de couplage Gjm =
exp(ik0 | rj − rm |)
ik0 | rj − rm | . Dans ce cas scalaire, cet effet col-
lectif consiste en l’interaction longue porte´e a` travers les ondes sphe´riques e´mises
par les autres dipoˆles. Ces ondes de´croissent de manie`re isotrope en 1/r. Notons
que les e´quations pour les coefficients βj(t) peuvent aussi eˆtre de´rive´es a` partir
des e´quations de l’e´volution temporelle des ope´rateurs atomiques et des ope´rateurs
du champ lumineux [51]. Par ailleurs, les e´quations d’e´volutions temporelles des
coefficients βj(t) peuvent aussi eˆtre de´rive´es par une approche classique. L’e´mis-
sion collective d’un ensemble d’atomes a` deux niveaux et alors analogue a celle
d’un ensemble d’oscillateurs harmoniques pilote´s par un champ exte´rieur de faible
intensite´. Nous pre´sentons cette approche classique dans l’annexe A.1 ou` nous de´ri-
vons l’e´quation d’e´volution des coefficients βj(t) dans le cadre de l’optique line´aire
a` partir du mode`le de l’e´lectron e´lastiquement lie´ [32]. Notons que les deux ap-
proches donnent le meˆme re´sultat uniquement dans la limite des faibles excitations.
v. Nous discuterons plus tard les corrections apporte´es a` l’expression du taux de relaxation
en mode`le vectoriel de la lumie`re ainsi que dans le cas d’une approche classique du proble`me
discute´e dans l’annexe A.1.
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Figure 1.3. E´volution temporelle du syste`me de dipoˆles couple´s vers l’e´tat sta-
tionnaire repre´sente´e par la population moyenne de l’e´tat excite´ (courbe rouge). La
courbe noire repre´sente la solution stationaire pour le meˆme jeu de parame`tres. Simu-
lations re´alise´es a` re´sonance pour une sphe`re gaussienne d’e´paisseur optique b = 10
et de rayon r.m.s. σR = 10/k moyenne´es sur 100 re´alisations. Les deux courbes sont
normalise´es par la population moyenne stationaire dans le cas d’un nuage atomique
tre`s dilue´.
La description physique du syste`me des N dipoˆles couple´s revient a` la re´solu-
tion du syste`me d’e´quations line´aires couple´es pour les coefficients βj(t)
vi. En effet,
les diffe´rentes observables que nous utiliserons pour la description de la diffusion
multiple collective du champ incident par le nuage atomique, seront exprime´es en
fonction des coefficients βj. Nous avons ainsi de´veloppe´ un programme pour la
re´solution temporelle nume´rique de l’eq. (1.16) a` travers l’inversion de la matrice
d’interaction vii de dimension N × N . Nous avons ve´rifie´ nume´riquement que la
solution de l’eq. (1.16) e´volue vers un e´tat stationnaire (β˙j(t) = 0) pour un temps
t ≫ Γ−1 a` cause du pilotage laser comme le montre la fig. 1.3. La sur-excitation
observe´e sur la population de l’e´tat excite´ par rapport au cas tre`s dilue´ revient au
fait qu’en diffusion multiple coope´rative chaque dipoˆle ressent les champs diffuse´s
par les autres atomes en plus du champ incident. La diffusion multiple fait qu’une
partie de la lumie`re est pie´ge´e dans le nuage.
Dans la suite de ce manuscrit nous allons de´crire le comportement de notre
syste`me atomique en re´ponse a` une excitation exte´rieure dans le re´gime station-
naire. Une fois les amplitudes βj obtenues nume´riquement, nous pourrions calculer
vi. Les coeﬃcients βj(t) seront commune´ment appele´s “ amplitudes des dipoˆles ” dans la suite
du manuscrit
vii. La matrice de couplage est de dimension N ×N en description scalaire de la lumie`re. Elle
sera de dimension 3N × 3N dans le cas vectoriel.
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diffe´rentes observables du syste`me a` travers lesquelles nous allons e´tudier les effets
de cohe´rence en diffusion collective de la lumie`re par le nuage atomique. En effet,
expe´rimentalement nous ne mesurons pas les amplitudes βj mais les conse´quences
de leurs e´volutions sur les observables mesurables. Ainsi, dans la suite de cette
section nous allons de´river the´oriquement les expressions du champ diffuse´ par le
nuage, de sa section efficace de diffusion et de la force de pression de radiation
applique´e sur le nuage par le champ incident.
Champ e´mis en mode`le CD scalaire
Nous allons maintenant de´river le champ e´lectrique e´mis par les diffuseurs dans
le nuage atomique. En repre´sentation de Heisenberg l’ope´rateur d’annihilation du
champs lumineux e´volue selon l’e´quation
daˆk
dt
=
1
i~
[aˆk, Hˆ] ,
= −igkei(ωk−ωa)t
N∑
j=1
σˆje
−ik·rj , (1.18)
ou` nous avons ne´glige´ les termes non-re´sonants. Le champs e´mis est obtenu en
faisant la somme sur tous les modes. L’ope´rateur champ e´lectrique peut eˆtre
de´compose´ en la somme de ses deux parties de fre´quence positive et ne´gative
Eˆsc = Eˆ
(+)
sc + Eˆ
(−)
sc tel que
Eˆ(+)sc (r, t) =
∑
k
ǫkEkaˆk(t)e−iωkt+ik·r , (1.19)
Eˆ(−)sc (r, t) =
∑
k
ǫkEkaˆ†k(t)eiωkt−ik·r , (1.20)
ou` Ek = (~ωk/2ε0Vph)1/2. Dans cette section nous ne prenons pas en compte la
polarisation du champ ǫk (approximation scalaire) et nous conside´rons uniquement
la partie positive en fre´quence de l’ope´rateur champ e´lectrique [52]
Eˆsc(r, t) =
∑
k
Ekaˆk(t)e−iωkt+ik·r . (1.21)
En inte´grant l’eq. (1.18) par rapport au temps avec aˆk(0) = 0 et en l’inse´rant dans
l’eq. (1.21) dans l’approximation de Markov habituelle, nous obtenons
Eˆsc(r, t) ≈ − dk
3
0
4πε0
e−iωat
N∑
j=1
eik0|r−rj |
k0|r− rj| σˆj(t) , (1.22)
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Figure 1.4. Speckle de l’intensite´ diﬀuse´e en champ lointain par un nuage de distri-
bution atomique gaussienne de taille σR = 20/k. L’e´chantillon compose´ de N = 1600
atomes a une e´paisseur optique b = 8. Simulation re´alise´e a` re´sonance (δ = 0) pour
une seule conﬁguration. Eﬀectuer une moyenne sur plusieurs conﬁgurations annihile
le speckle. La petite ﬂe`che rouge de´signe la direction du champ incident.
L’application de cet ope´rateur champ e´lectrique a` l’e´tat |Ψ(t)〉 donne´ par l’eq. (1.8)
donne
Eˆsc|Ψ〉 = Esc exp(−iωt)|g1 . . . gN〉 , (1.23)
avec
Esc(r, t) = −~Γ
2d
N∑
j=1
βj(t)
eik0|r−rj |
k0|r− rj| , (1.24)
qui s’e´crit en re´gime stationnaire
Esc(r) = −~Γ
2d
N∑
j=1
βj
eik0|r−rj |
k0|r− rj| . (1.25)
Par conse´quent, le champ e´mis apparait comme la somme des ondes sphe´riques
e´mises par les N dipoˆles atomiques de positions rj et de´tecte´ a` la distance r au
temps t. Dans la limite champs lointain (approximation de Fraunhofer) [53], nous
avons |r − rj| ≈ r − r · rj/r, ainsi k0|r − rj| ≈ k0r − k · rj, avec k = k0(r/r). Le
champ e´mis donne´ par l’eq. (1.25) dans la direction kˆ = k/k0 s’e´crit alors
E(far)sc (r, kˆ) ≈ −
~Γ
2d
eik0r
k0r
N∑
j=1
βje
−ik·rj . (1.26)
Les formules analytiques du champ donne´es par les eqs. (1.25) et (1.26), nous
permettent de calculer le diagramme d’e´mission du nuage atomique a` partir des
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Figure 1.5. Diagramme d’e´mission repre´sentant l’intensite´ diﬀuse´e en champ loin-
tain par un nuage de distribution atomique gaussienne de taille σR = 20/k. L’e´chan-
tillon compose´ de N = 1400 atomes d’une e´paisseur optique b = 7 est soumis a` une
onde plane incident dans la direction θ = 0. Simulation re´alise´e a` re´sonance (δ = 0)
et moyenne´e sur 200 conﬁgurations. La courbe est en e´chelle logarithmique.
coefficients βj(t) sur plusieurs configurations sans pour autant perdre l’information
sur la phase des dipoˆles (a` travers celle du champ e´mis). Cela est d’une grande
importance dans l’e´tude des effets de cohe´rence et de synchronisation entre nos
dipoˆles atomiques. En effet, ceci permet a` notre mode`le de se distinguer des mode`les
diffusifs incohe´rents. Ces derniers s’inte´ressent uniquement a` l’intensite´ diffuse´e
perdant ainsi l’information sur la phase du champ e´mis par les dipoˆles.
L’intensite´ lumineuse diffuse´e par le nuage atomique dans une direction k en
re´gime stationnaire est donne´e par
Isc(r, kˆ) =
ε0c
2
(
~Γ
dk0r
)2 ∣∣∣∣∣
N∑
j=1
βje
−ik·rj
∣∣∣∣∣
2
,
=
ε0c
2
(
~Γ
dk0r
)2( N∑
j=1
|βj|2 +
N∑
m 6=j
βjβ
∗
me
−ik·(rj−rm)
)
. (1.27)
L’intensite´ diffuse´e donne´e par l’eq. (1.27) est trace´e sur la fig. 1.4 pour une boule
gaussienne en fonction des angles sphe´riques (θ, φ) en champ lointain (r ≫ λ).
Le profil speckle qu’exhibe cette image est une forte signature des effets de cohe´-
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Figure 1.6. Diagramme d’e´mission correspondant au champ diﬀuse´ par un nuage en
forme de slab de distribution atomique uniforme illumine´ par une onde plane. Simu-
lation re´alise´e pour un slab de dimensions Lx = Ly = 80/k, Lz = 20/k, d’e´paisseur
optique b = 6 et de densite´ ρλ3 ∼ 5 a` re´sonance, moyenne´e sur 50 conﬁgurations.
E´chelle logarithmique.
rence [54]. En fait, ce speckle est le re´sultat de l’interfe´rence de plusieurs ondes
lumineuses qui oscillent a` la meˆme fre´quence avec des phases et des amplitudes
diffe´rentes. De cela re´sultent des fluctuations sur l’intensite´ diffuse´e de´pendant du
fait que l’interfe´rence soit constructive ou destructive a` un point de mesure donne´.
Les diagrammes d’e´missions en coordonne´es polaires montre´s sur la fig. 1.5 pour
une sphe`re gaussienne et sur la fig. 1.6 pour un slab de densite´ spatiale uniforme,
sont obtenu par l’inte´gration de Isc(θ, φ) sur l’angle de syme´trie du syste`me φ. Ces
diagrammes nous permettent de voir une autre signature d’interfe´rences qui est le
coˆne de re´trodiffusion cohe´rente (coherent back-scattering (CBS)) [55, 56].
Section efficace de diffusion
L’inte´gration de cette intensite´ sur toutes les directions (sur θ et φ en coordon-
ne´es sphe´riques) donne la puissance totales diffuse´e
Psc = 2πε0c
(
~Γ
dk0
)2( N∑
j=1
|βj|2 +
N∑
m 6=j
βjβ
∗
m
sin(k0|rj − rm|)
k0|rj − rm|
)
, (1.28)
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ou` nous avons utilise´ la relation∫
dkˆeik0kˆ·(rj−rm) = 4π
sin(k0|rj − rm|)
k0|rj − rm| . (1.29)
Ainsi, la section efficace de diffusion du nuage atomique donne´e par σcsc = Psc/I0
s’e´crit
σcsc =
4π
k20
Γ2
Ω2
∑
j
∑
m
βjβ
∗
m
sin(k0|rj − rm|)
k0|rj − rm| , (1.30)
avec
I0 =
ε0c
2
(
~Ω
d
)2
. (1.31)
L’indice “ c ” dans σcsc revient a` cloud afin de faire la diffe´rence entre la section
efficace atomique (atome unique) de´finie par l’eq. (1.2) et la section efficace de tout
le nuage donne´e ci-dessous.
The´ore`me optique
Nous discutons dans cette section la formulation du the´ore`me optique dans
le cadre de la diffusion collective de la lumie`re. Pour cela nous conside´rons un
slab infini illumine´ par une onde plane. En champ lointain, le champ total dans la
direction kˆ est
E(r, kˆ) =
[
E0
2
eik0z + E(far)sc (r, kˆ)
]
e−iωt , (1.32)
=
E0
2
[
eik0z − e
ik0r
k0r
f(kˆ)
]
e−iωt , (1.33)
ou` l’amplitude de diffusion f(kˆ) pour le champ diffuse´ est donne´e par
f(kˆ) =
Γ
Ω
∑
j
βje
−ik0kˆ·rj , (1.34)
avec k = k0kˆ. Par conse´quent, l’intensite´ diffuse´e a` une grande distance r du nuage
s’e´crit
Isc = I0
|f(kˆ)|2
k20r
2
. (1.35)
La fig. 1.7 montre l’intensite´ e´mise par une couche d’atomes sous forme d’un cy-
lindre de distribution spatiale uniforme illumine´ par une onde plane a` re´sonance. La
section efficace de diffusion du nuage σcsc donne´e par l’eq. (1.30) peut eˆtre obtenue
par l’inte´gration de l’eq. (1.35) sur tout l’angle solide
σcsc =
1
k20
∫
dkˆ|f(kˆ)|2. (1.36)
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Figure 1.7. L’amplitude de diﬀusion |f(kˆ)|2 donne´e par l’eq. (1.34) pour un nuage
cylindrique d’e´paisseur longitudinale Lz = 30/k et de rayon R = 90/k illumine´ par
une onde plane (dont la direction d’incidence est indique´e par une ﬂe`che). Le nombre
de diﬀuseurs est de N = 20000, le de´saccord δ = 0. Le code-couleur repre´sentant
l’intensite´ diﬀuse´e est en e´chelle logarithmique. Nous pouvons clairement voir la forte
e´mission vers l’avant du nuage rappelant la diﬀusion de Mie par des nuages grands
par rapport a` la longueur d’onde. Dans les autres directions le champ diﬀuse´ a` une
forme de speckle due au positionnement ale´atoire des diﬀuseurs. Cela repre´sente une
signature des eﬀets d’interfe´rences dans l’e´mission spontane´e du nuage. La re´alisation
d’une moyenne de conﬁguration va atte´nuer ces ﬂuctuations, mise a` part vers la
direction arrie`re ou` dans le re´gime de diﬀusion multiple le coˆne de re´trodiﬀusion
cohe´rente apparait. L’e´mission dans les dimensions transverses est re´duite a` cause
de la ge´ome´trie quasi-unidimensionnelle de l’e´chantillon.
L’exposant ”c”dans l’expression pre´ce´dente revient a` cloud afin de faire la diffe´rence
entre la section efficace atomique de´finie par l’eq. (1.2) et la section efficace de tout
le nuage. L’inte´gration analytique de l’eq. (1.36) pre´sente´e en de´tail dans l’annexe
B, donne : Par ailleurs, la conservation d’e´nergie impose que
σcext = σ
c
sc + σ
c
abs , (1.37)
ou` σext et σabs sont les sections efficaces d’extinction et d’absorption respective-
ment. Dans notre mode`le microscopique de´crivant l’interaction lumie`re-atomes il
n’y a pas d’absorption. Par conse´quent, σcabs = 0. La section efficace d’extinction
quant a` elle est obtenue par le the´ore`me optique. Ce dernier relie l’amplitude de
diffusion vers l’avant a` la section efficace totale du nuage [53, 57]. Dans la direction
avant le champ total s’e´crit
Efwd(θ = 0) =
E0
2
[
eik0z − e
ik0r
k0r
f(0)
]
e−iωt. (1.38)
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En configuration slab par exemple, le nuage rayonne essentiellement dans un lobe
fin vers l’avant dont la largeur angulaire est donne´e par l’inverse de la taille
transverse du nuage. Ainsi, en observant le champ total dans le lobe d’e´mission
vers l’avant sur un plan loin des atomes, le rayon peut eˆtre de´veloppe´ comme
r ≈ z + (x2 + y2)/2z. Nous obtenons
Efwd(θ = 0) ≈ E0
2
[
1− f(0)
k0z
eik0(x
2+y2)/2z
]
ei(k0z−ωt). (1.39)
L’intensite´ totale vers l’avant s’e´crit donc
|Efwd(θ = 0)|2 ≈ |E0|
2
4
{
1− 2
k0z
Re
[
f(0)eik(x
2+y2)/2z
]}
, (1.40)
ou` nous avons ne´glige´ le terme quadratique |Efwdsc |2 =
|f(0)|2
(kz)2
. Dans l’eq. (1.40),
l’inte´gration sur x, y donne un facteur 2iπz/k0 , et nous obtenons
σcext = −
4π
k20
Im[f(0)] . (1.41)
Par conse´quent, a` partir de l’eq. (1.36) nous obtenons la relation
− Im[f(0)] = 1
4π
∫ 2pi
0
dkˆ|f(kˆ)|2 + k
2
0
4π
σcabs . (1.42)
La validite´ du the´ore`me optique dans le cadre de notre mode`le ainsi que le scaling
de la section efficace de diffusion par rapport a` la section efficace ge´ome´trique ont
e´te´ e´tudie´s dans la ref. [52]. Le paradoxe d’extinction faisant le lien entre la section
efficace d’extinction du nuage σcext et sa section efficace ge´ome´trique, sera aborde´
dans le chapitre 3.
Force de Pression de Radiation
L’ope´rateur de force de pression de radiation agissant sur l’atome j due au
faisceau lumineux incident, peut eˆtre de´rive´ a` partir de l’eq. (1.5) comme
Fˆj = −∇rjHˆ , (1.43)
que nous pouvons e´crire sous la forme de deux contributions
Fˆj = Fˆaj + Fˆej . (1.44)
Nous associons la premie`re contribution a` l’absorption d’un photon du laser inci-
dent [24] :
Fˆaj = i~k0
Ω
2
{
σˆje
i(∆t−k0·rj) − h.c.} . (1.45)
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La seconde contribution peut eˆtre interpre´te´e comme re´sultante de l’e´mission d’un
photon dans une direction arbitraire k :
Fˆej = i~
∑
k
kgk
{
aˆ†kσˆje
i(ωk−ωa)t−ik·rj − σˆ†j aˆke−i(ωk−ωa)t+ik·rj
}
. (1.46)
Notons que dans l’eq. (1.46) les termes non-re´sonants proportionnels a` e±i(ωk+ωa)t
ont e´te´ ne´glige´s. Nous de´finissons la force de pression de radiation intrinse`que
ressentie par chaque atome par la formule
Fˆ = (1/N)
∑
j
Fˆj . (1.47)
Si le nuage en conside´ration pre´sente une syme´trie autour de l’axe du laser sonde,
la force agissant sur le nuage sera de la meˆme direction que le vecteur d’onde du
champ incident k0 = k0eˆz La composante suivant eˆz de la force de pression de
radiation intrinse`que ressenti par chaque atome est donne´e par
Fz =(1/N)
∑
j
Fj . (1.48)
ou` Fj est la force agissant sur l’atome j suivant eˆz. Ftot =
∑
j Fj repre´sente ainsi
la force totale agissant sur le nuage atomique suivant eˆz. Concre`tement, la force
de pression de radiation intrinse`que que nous introduisons dans cette section peut
eˆtre mesure´e avec la technique de temps de vol dans une expe´rience d’atomes froids
par exemple. Elle a e´te´ re´cemment utilise´e comme signature des effets coope´ratifs
dans les nuages atomiques [58] pour des faisceaux laser pousseurs hors re´sonance
atomique. Nous pre´sentons dans le chapitre 3 un protocole expe´rimental re´alise´ au
sein de notre groupe a` Nice dont l’objectif est de sonder de tels effets collectifs
dans le re´gime de diffusion multiple [59]. L’expe´rience mesure le de´placement du
centre de masse du nuage atomique dans le MOT sous l’effet du champ incident.
La force de pression de radiation totale agissant sur tout le nuage suivant l’axe eˆz
mesure alors l’acce´le´ration du centre de masse du nuage
acm = Fˆtot/ma , (1.49)
avec ma la masse de l’atome. Ainsi, Ftot est N fois plus grande que la force intrin-
se`que que nous de´finissons par l’eq. (1.48).
En reprenant la de´composition introduite dans (1.44), la force d’absorption
intrinse`que le long de l’axe eˆz due au recul subit lors de l’absorption d’un photon
du laser incident, s’e´crit
Fˆa =
i
2N
~k0ω
N∑
j=1
[
σˆje
i∆t−ik0·rj − c.c.] . (1.50)
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De meˆme, la force d’e´mission intrinse`que est donne´e par
Fˆe = (1/N)
∑
j
Fˆej . (1.51)
En inse´rant l’expression de aˆk a` partir de l’eq. (1.18) dans l’eq. (1.46) et en approxi-
mant la somme discre`te sur les modes k par une inte´grale, il est possible d’obtenir
la formule suivante pour l’ope´rateur force d’e´mission intrinse`que suivant l’axe eˆz :
Fˆe = −~k0Γ
8πN
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ cos θ
N∑
j,m=1
[
e−ik·(rj−rm)σˆ†mσˆj + c.c.
]
. (1.52)
Les valeurs moyennes (expectation values) des forces d’absorption et d’e´mission de
l’e´tat |Ψ〉 donne´s par l’eq. (1.8) sont
〈Fˆa〉 =− ~k0Ω
N
N∑
j=1
Im
[
βje
−ik0·rj
]
, (1.53)
〈Fˆe〉 =− ~k0Γ
4πN
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ cos θ
N∑
j,m=1
[
βjβ
∗
me
−ik·(rj−rm)
]
,
=− ~k0Γ
N
N∑
j,m=1
(zj − zm)
|rj − rm| j1(k0|rj − rm|)Im (βjβ
∗
m) , (1.54)
ou` nous avons utilise´ la relation∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ cos θe−ik·(r−r
′) = 4πi
z − z′
|r− r′|j1(k0|r− r
′|) , (1.55)
avec j1(z) la fonction de Bessel sphe´rique du premier ordre. Il est a` noter que la
de´composition de la force de pression de radiation en force d’absorption et d’e´mis-
sion est compatible avec l’expression classique de la force optique [60]. Dans ce
cas, la force apparaˆıt comme le gradient du produit entre le dipoˆle atomique et le
champ total incluant le champ diffuse´ par les autres atomes [61].
D’autre part, la composante suivant eˆz de la force de pression de radiation
intrinse`que peut eˆtre de´rive´e depuis le diagramme de rayonnement. A` partir des
eqs. (1.34) et (1.41), en introduisant le vecteur d’onde k = k0kˆ(θ, φ), nous obtenons
la relation
− Ω
Γ
∑
j
Im
[
βje
−ik·rj
]
=
1
4π
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ
∑
j,m
[
βjβ
∗
me
−ik0kˆ·(rj−rm)
]
. (1.56)
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Par conse´quent, en utilisant les e´quations (1.53) et (1.54) la force de pression de
radiation intrinse`que le long de l’axe eˆz s’e´crit
Fz =
~k0Γ
4πN
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ(1− cos θ)
N∑
j,m=1
[
βjβ
∗
me
−ik·(rj−rm)
]
. (1.57)
Nous pouvons constater a` partir de l’eq. (1.57) que la force de pression de radia-
tion intrinse`que n’est pas simplement proportionnelle a` la probabilite´ d’excitation∑
j |βj|2. Elle est plutoˆt le re´sultat d’une interfe´rence entre les diffe´rents dipoˆles
atomiques exprime´e par les coefficients βj. La grandeur Fz/
∑
j |βj|2 pourrait donc
mettre en e´vidence le roˆle des effets coope´ratifs dans la force de pression de radia-
tion. Dans ce sens, nous explorons a` travers le chapitre 3 l’hypothe`se que la force
de pression de radiation puisse ou non eˆtre une signature des effets de cohe´rence
collectifs en diffusion multiple de la lumie`re. Pour un nuage d’atomes a` deux ni-
veaux soumis a` un champ incident suivant eˆz, la relation de la force de pression
de radiation intrinse`que agissant sur le nuage a` l’intensite´ rayonne´e par ce dernier
est donne´e par
Fz =
r2
Nc
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθ sin θ(1− cos θ)Isc(θ, φ) , (1.58)
ou` Isc(θ, φ) ∝ |Esc(θ, φ)|2 est l’intensite´ diffuse´e en champ lointain donne´e par l’eq.
(1.27). Cette formule met en e´vidence le fait que la force de pression de radiation
qui pousse les atomes le long de la direction du faisceau incident est proportion-
nelle au flux de l’intensite´ diffuse´e. Sachant que le nuage e´met essentiellement dans
la direction du champ incident comme le montre la fig. 1.7, les composantes de la
force de pression de radiation en dehors de l’axe eˆz seront nulles. Le nuage soumis
au champ pousseur se de´place alors suivant eˆz. Dans le cas d’une diffusion com-
ple`tement isotrope (e.g. nuage tre`s dilue´ de N atomes inde´pendants), l’intensite´
diffuse´e Isc = NI1 est inde´pendante des angles et nous retrouvons ainsi la pro-
portionnalite´ directe entre l’intensite´ diffuse´e et la force de pression de radiation
intrinse`que applique´e sur chaque atome
F1 = (4πr
2/c)I1 . (1.59)
La force de pression de radiation agissant sur un nuage tre`s dilue´ compose´ de
N diffuseurs atomiques inde´pendants, ou un nuage beaucoup plus petit que la
longueur d’onde sera donc donne´e par
Find = NF1 . (1.60)
Dans ce cas la composante de la force due a` l’e´mission sera similaire dans toutes les
directions et se moyenne a` zero. Par conse´quent, un nuage tre`s dilue´ ne subit que
le de´placement duˆ a` l’absorption de photons incidents. Une e´mission anisotrope
dans une direction privile´gie´e est suppose´e alors diminuer se de´placement.
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Solution stationnaire timed Dicke
La solution timed Dicke (TD) est une approximation champ moyen a` l’approche
dipoˆles couple´s pour la re´solution du proble`me de la diffusion de la lumie`re. En
effet, cette solution consiste a affecter a` tous les dipoˆles la meˆme amplitude et la
meˆme phase au facteur de propagation pre`s. Cette approximation n’est valable que
pour des nuages atomiques de tre`s faible e´paisseur optique b≪ 1. L’approche TD
est ainsi une bonne approximation pour la description de la diffusion simple de la
lumie`re par un nuage atomique de´sordonne´.
Partant de l’approche CD et afin d’e´liminer le de´phasage impose´ par le laser a`
travers le terme de propagation, il faut effectuer le changement de variable
β˜j = βje
−ik0·rj . (1.61)
Ainsi, nous pouvons re´-e´crire l’eq. (1.16) a` l’e´tat stationnaire
(
β˙j(t) = 0
)
sous la
forme
− iΩ
2
+
(
i∆− Γ
2
)
β˜j +
iΓ
2
∑
m 6=j
β˜me
ik·(rm−rj)
exp(ik|rj − rm|)
k|rj − rm|) = 0 . (1.62)
La sommation du syste`me d’e´quation pre´ce´dent nous permet d’obtenir une ampli-
tude moyenne
βTD = 〈β˜j〉 , (1.63)
=
1
N
∑
j
β˜j , (1.64)
=
Ω
2 (∆−∆c) + iΓc , (1.65)
avec
Γc =
(
1 +
1
N
∑
k
∑
l 6=k
sin(k|rl − rk|)
k|rl − rk| e
−ik·(rk−rl)
)
Γ , (1.66a)
∆c = − Γ
2N
∑
k
∑
l 6=k
cos(k|rl − rk|)
k|rl − rk| e
−ik·(rk−rl) , (1.66b)
ou` Γc correspond a` une largeur de re´sonance modifie´e (e´largissement spectral col-
lectif) et ∆c a` la fre´quence de re´sonance de´place´e (de´calage collectif). La solution
stationnaire du syste`me d’e´quations (1.16) dans l’approximation TD est alors don-
ne´e par
βj = βTD e
ik0·rj . (1.67)
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Cette approximation champ moyen n’est valable que pour les nuages de tre`s faibles
e´paisseur optique b ≪ 1 et densite´ atomique (ρλ¯3 ≪ 1). Elle constitue une ap-
proche analytique simplifie´e pour la description de la diffusion simple de la lumie`re
par un nuage atomique. La solution TD a e´te´ aborde´e plus en de´tails dans des tra-
vaux de the`se pre´ce´dents au sein de notre groupe pour l’e´tude des effets collectifs
en re´gime de diffusion simple [47].
1.1.2 Approche CD vectoriel
La prise en conside´ration de la nature vectorielle de la lumie`re en tenant compte
de la polarisation du champ incident impose l’introduction des trois composantes
de la polarisation atomique correspondantes aux trois sous-niveaux Zeeman de
l’e´tat excite´ |eαj 〉. Cela se traduit par l’introduction des trois composantes des am-
plitudes des dipoˆles : βj → bj(bxj , byj , bzj). Une des implications importantes de
la description vectorielle de la lumie`re re´side dans le changement du terme d’in-
teraction dipoˆle-dipoˆle Gjj′ par rapport a` celui donne´ dans l’eq. (1.16). En plus
de l’interaction a` longue porte´e de´crite par le mode`le scalaire, ce mode`le inclue
l’interaction de champ proche entre les dipoˆles couple´s. Ce traitement plus rigou-
reux du proble`me devient indispensable pour une bonne description des milieux
denses avec ρλ¯3 > 1, ou` l’effet des interactions en champ proche devient impor-
tant [39, 62]. Dans cette section nous pre´sentons brie`vement le mode`le vectoriel
des dipoˆles couple´s sans entrer dans les de´tails du calcul. Ceci se fera a` travers la
pre´sentation de l’e´quation des amplitudes bj et l’expression du champ diffuse´ Esc
que nous aurons a` utiliser dans la section suivante. Nous ne calculerons donc pas
le reste des observables aborde´es dans le mode`le scalaire car le but de cette section
n’est pas de comparer les deux mode`les scalaire et vectoriel. Une e´tude dans ce
sens a e´te´ re´alise´e dans la ref. [38].
En mode`le vectoriel ou` l’atome j subit une transition dipolaire e´lectrique entre
l’e´tat fondamental |gj〉 et l’e´tat excite´ de´ge´ne´re´ en triplet |eαj 〉, les |bαj |2 repre´sentent
les amplitudes de probabilite´ de l’e´tat a` une seule excitation de la forme
exp(−i∆t)
N∑
j=1
∑
α=x,y,z
bαj |g1, . . . , eαj , . . . , gN〉 . (1.68)
Ainsi, la diffusion collective d’un faisceau lumineux monochromatique de com-
posantes Eαin(r) exp(−iωt), par une collection de N atomes de positions fixes et
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ale´atoires rj, est de´crite par le syste`me d’e´quations couple´es suivant [39] :
dbαj
dt
= −i(d/~)Eαin(rj) +
(
i∆− γ
2
)
bαj −
γ
2
∑
α′
∑
m 6=j
Gα,α′(rj − rm)bα′m , (1.69)
ou` γ = d2k30/3πε0~ est le taux d’e´mission spontane´e en mode`le vectoriel. Re-
marquons le facteur 3/2 entre ce taux d’e´mission spontane´e vectoriel et le taux
d’e´mission spontane´e scalaire donne´ par l’eq. (1.17) viii. De la meˆme manie`re que le
cas scalaire de´crit par le syste`me d’e´quations (1.16), le premier terme de l’eq. (1.69)
correspond au champ du laser incident a` la position de l’atome j et le second de´-
crit la dynamique de l’atome j. Le dernier terme inexistant dans le cas des nuages
tre`s dilue´s, repre´sente l’effet de l’interaction collective des N − 1 autres dipoˆles du
nuage avec le dipoˆle j. Les Gα,α′ sont les composantes du tenseur syme´trique
Gα,α′(r) =
3
2
eik0r
ik0r
{[δα,α′ − nˆαnˆα′ ]
+ [δα,α′ − 3nˆαnˆα′ ]
[
i/(k0r)− 1/(k0r)2
]}
(1.70)
correspondant a` la fonction de Green vectorielle avec r = |r| et nˆα les composantes
du vecteur unitaire nˆ = r/r. Elle peut eˆtre de´duite a` partir de la fonction de Green
scalaire G(r) = exp(ik0r)/(ik0r) :
Gα,α′(r) =
3
2
[
δα,α′ +
1
k20
∂2
∂α∂α′
]
G(r). (1.71)
Le terme d’interaction scalaire G(r) pre´sente une invariance par rotation et ne
conside`re qu’un de´sordre purement radial. Cela n’est pas le cas pour le terme d’in-
teraction en mode`le vectoriel Gα,α′(r) qui, avant d’eˆtre moyenne´ sur les orientations
des paires d’atomes, pre´sente a` la fois un de´sordre radial et un de´sordre angulaire.
A` l’e´tat stationnaire (dbαj /dt = 0) le proble`me de´crit par l’eq. (1.69) se re´duit a` un
syste`me line´aire d’e´quations pour les vecteurs complexes bj avec les composantes
spatiales bαj :
bj =
1
∆ + iγ/2
[
d
~
Ein(rj)− iγ
2
∑
m 6=j
G(rj − rm) · bm
]
. (1.72)
Pour des positions rj et un champ incident Ein(rj) donne´s, ce syste`me d’e´quations
peut eˆtre re´solu nume´riquement en inversant la matrice syme´trique 3N × 3N de´-
crivant le syste`me d’eqs. (1.72).
viii. Friedberg et Manassah pre´sentent dans la ref. [63] une e´tude comparative entre les deux
mode`les scalaire et vectoriel dans le cadre de l’e´tude des eﬀets coope´ratifs. Ils s’inte´ressent plus
spe´ciﬁquement au taux d’e´mission spontane´ collectif et le shift de fre´quence pour un nuage
sphe´rique.
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Le champ diffuse´ par le nuage atomique a` la position r en mode`le vectoriel de
la lumie`re est obtenu a` partir des vecteurs bj
Esc(r) = −i dk
3
0
6πǫ0
N∑
m=1
G(r− rm) · bm . (1.73)
A` la position rj de l’atome j le champ diffuse´ Esc(rj) sera donne´ par
Esc(rj) = −i dk
3
0
6πǫ0
∑
m 6=j
G(rj − rm) · bm . (1.74)
ou` nous avons exclu le terme correspondant a` m = j ayant une contribution di-
vergente dans le terme d’interaction collective.
Le but de cette section n’e´tant pas d’e´tablir de comparaison entre les deux mo-
de`les scalaire et vectoriel, nous ne calculerons pas le reste des observables aborde´es
dans le mode`le scalaire comme nous l’avons e´voque´ au de´but de cette section.
1.2 De´velopement en se´rie de diffusion multiple
(MSS)
Dans cette section nous allons aborder une autre me´thode pour l’e´tude de
la diffusion multiple de la lumie`re par une collection d’atomes. Cette me´thode
de´crit la diffusion multiple de la lumie`re comme une se´quence d’e´ve´nements de
diffusion du champ incident. Durant cette se´quence le champs e´mis est exprime´ par
la somme des champs diffuse´s successivement. Le processus est ainsi de´crit du point
de vue du champ lumineux seulement plutoˆt que de celui des dipoˆles induits comme
c’est le cas dans l’approche CD pre´sente´e dans la section pre´ce´dente. L’approche
re´cursive que nous allons pre´senter est d’une grande importance pour des milieux
de faible densite´ optique. Dans de tels re´gimes, seulement quelques e´ve´nements de
diffusion sont ne´cessaires pour une description comple`te du syste`me. En effet, le
nombre d’ordres de diffusion requis est directement relie´ a` la convergence de la
se´rie de diffusion multiple (multiple scattering series (MSS)) [64]. A` travers cette
approche MSS nous traitons la diffusion de la lumie`re ab initio, i.e., en conside´rant
les atomes comme des diffuseurs ponctuels dans le vide. L’indice de re´fraction du
milieu apparait a posteriori comme re´sultat du processus de diffusion multiple [65].
Cela va a` l’encontre de l’approche plus commune dans laquelle le milieu diffusant
est de´crit par un indice de re´fraction et un libre parcours moyen [66, 67]. Dans
cette section nous avons opte´ pour une description vectorielle du proble`me, vu que
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le formalisme mathe´matique est moins lourd que celui de la section pre´ce´dente.
Nous reprendrons la description scalaire dans les chapitres suivants du manuscrit.
1.2.1 Rayonnement par ordre de diffusion
Dans le mode`le CD microscopique pre´sente´ dans la section pre´ce´dente, le champ
diffuse´ donne´ par l’eq. (1.73) est de´termine´ a` partir des re´ponses individuelles des
atomes repre´sente´es par les amplitudes des dipoˆles bj. Ces dernie`res sont obtenues
par la re´solution matricielle du syste`me d’e´quations line´aires couple´es donne´ par
l’eq. (1.72). L’approche “ se´rie de diffusion multiple ” (MSS) quant a` elle, est base´e
sur une se´rie d’e´quations re´cursive impliquant uniquement le champs de lumie`re.
En effet, le champ diffuse´ par chaque atome dans le nuage est de´termine´ par une
se´rie re´cursive a` partir du champ incident et des champs diffuse´s par les autres
atomes “ seulement ”, sans avoir recours au degre´s de liberte´ des atomes. Une fois
le champs diffuse´ calcule´ pour un champ incident donne´, nous pouvons obtenir les
amplitudes bj des dipoˆles induits a` partir de la relation (1.72) qui s’e´crit
bj =
d
~ (∆0 + iγ/2)
[Ein(rj) + Esc(rj)] . (1.75)
Afin d’obtenir la se´rie de diffusion multiple (MSS), nous substituons l’eq. (1.75)
dans l’eq. (1.74). Nous obtenons alors l’e´quation du champs diffuse´ Esc agissant
sur l’atome j sous la forme
Esc(rj) = κ(δ)
∑
m 6=j
G(rj − rm) · [Ein(rm) + Esc(rm)] , (1.76)
avec κ(δ) = 1/(2iδ − 1) et δ = ∆0/γ le de´saccord du champ incident en unite´
du taux d’e´mission spontane´e. Cette e´quation met en e´vidence la spe´cificite´ de
l’approche MSS que nous avons e´voque´e auparavant. Cette spe´cificite´ consiste en
le fait que le champ diffuse´ a` la position rj est comple´tement de´crit a` partir du
champ incident et des champs diffuse´s par les N − 1 autres atomes du nuage
seulement. L’approche MSS consiste a` supposer que l’eq. (1.76) peut eˆtre re´solue
par ite´ration a` partir du champ incident, a` travers une se´rie de diffusion multiple.
Cette hypothe`se ne peut eˆtre valable que dans la limite de convergence de la se´rie
de diffusion multiple MSS que nous discuterons plus tard dans cette section. Ainsi,
pour la re´solution de l’eq. (1.76) nous introduisons le champ diffuse´ n fois (apre`s
n e´ve´nements de diffusion) note´ E
(n)
sc . Il est obtenu par ite´ration de sorte que
E(n)sc (rj) = κ(δ)
∑
m 6=j
G(rj − rm) · E(n−1)sc (rm) , (1.77)
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ou` n = 1, 2 . . . de´signe l’ordre de diffusion. Le champ diffuse´ total au point rj
repre´sente´ par l’eq. (1.76) correspond a` la somme infinie de tous les champs diffuse´s
mesure´s au point rj
Esc(rj) =
∞∑
n=1
E(n)sc (rj) . (1.78)
Le champ incident correspond a` l’ordre ze´ro de diffusion E
(0)
sc (rj) = Ein(rj) et joue
le roˆle du terme initial (champ source). Ainsi, le champ total E(rj) ressenti par
l’atome j a` la position rj est compose´ de l’onde incidente Ein(rj) ainsi que les
ondes diffuse´es par les autres atomes que regroupe Esc(rj). Ainsi, dans l’hypothe`se
que ce dernier puisse eˆtre obtenu par l’eq. (1.78), le champ total E(rj) peut eˆtre
de´veloppe´ en se´rie re´cursive :
E(rj) =Ein(rj) + Esc(rj) , (1.79)
=Ein(rj) +
∞∑
n=1
E(n)sc (rj) , (1.80)
=Ein(rj) + κ(δ)
∑
m 6=j
G(rj − rm)Ein(rm)
+ κ2(δ)
∑
m 6=j
G(rj − rm)
∑
l 6=m
G(rm − rl)Ein(rl) , (1.81)
+ . . .
Par ailleurs, le champ diffuse´ de´tecte´ a` la position r ou` il n y a pas d’atome, est
de´termine´ a` travers Esc(rj) par l’application de la fonction de Green G qui joue le
roˆle de propagateur :
Esc(r) = κ(δ)
N∑
j=1
G(r− rj) · [Ein(rj) + Esc(rj)] . (1.82)
La nature “ diffusion multiple ” de notre approche MSS est e´vidente a` partir de
l’eq. (1.82). En effet le premier terme
κ(δ)
N∑
j=1
G(r− rj) · Ein(rj) , (1.83)
regroupe tous les e´ve´nements de diffusions simples. D’autre part, pour l’atome
j le terme Esc(rj) regroupe tous les ordres de diffusion mesure´s au point rj. En
commenc¸ant par l’ordre zero Ein(rj), il donne par l’application du propagateur
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G la diffusion simple, double, triple et les ordres de diffusion supe´rieurs. Ainsi, le
second terme de l’eq. (1.82)
κ(δ)
N∑
j=1
G(r− rj) · Esc(rj) , (1.84)
repre´sente la somme de toutes les diffusions multiples mesure´es sur tous les atomes
du nuage.
Dans la limite champ lointain (r ≫ λ) le champ diffuse´ peut eˆtre obtenu a`
partir de la forme asymptotique de la fonction de Green vectorielle pour r ≫ rj :
Gα,α′(r− rj) ≈ 3
2
eik0r
ik0r
[δα,α′ − nˆαnˆα′ ] e−ik·rj , (1.85)
ou` k = k0nˆ est le vecteur d’onde du champ diffuse´. Dans ce cas, le champ lointain
diffuse´ Efarsc (r) est obtenu a` partir de l’eq. (1.82) en utilisant la fonction de Green
asymptotique ci-dessus. Il peut eˆtre de´compose´ sous la forme
Efarsc (r) = E
far
1 (r) + E
far
ms(r), (1.86)
ou` Efar1 (r) correspond a` l’ordre de diffusion simple. Pour une onde plane incidente
Ein(r) = ǫˆE0 exp(ik0 · r) polarise´e suivant ǫˆ, il s’e´crit
Efar1 (r) = κ(δ)E0
eik0r
ik0r
[nˆ× (nˆ× ǫˆ]NSN(k− k0), (1.87)
ou` SN(k− k0) = (1/N)
∑
j exp[−i(k− k0) · rj] est le facteur de structure. En fait,
l’eq. (1.87) n’est autre que l’expression de la diffusion de Rayleigh de la lumie`re
par des diffuseurs plus petits que la longueur d’onde. Dans ce cas, chaque atome
est e´claire´ seulement par le champ incident. Ainsi le champ diffuse´ par tout le
nuage re´sulte de la superposition des champs diffuse´s par les N atomes qui le
composent et est proportionnel au facteur de structure SN . En utilisant l’eq. (1.78)
la contribution de la partie diffusion multiple dans le rayonnement diffuse´ en champ
lointain de l’eq. (1.86) est donne´e par
Efarms(r) = κ(δ)
eik0r
ik0r
N nˆ× [nˆ× F(k)], (1.88)
avec
F(k) =
1
N
N∑
j=1
Esc(rj)e
−ik·rj . (1.89)
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Par ailleurs, nous tenons a` souligner que la me´thode MSS est valable au-dela`
de la diffusion simple. En effet, notre approche MSS est valide pour les re´gime de
faible diffusion dans la limite de convergence de la se´rie de diffusion multiple que
nous discutons dans la section suivante. Ceci correspond a` de faibles e´paisseurs op-
tiques b(δ) / 1, a` l’encontre de la diffusion simple qui se produit dans des nuages
d’e´paisseurs optiques tre`s petites b(δ)≪ 1.
1.2.2 Re´gime de convergence de la MSS
L’eq. (1.81) peut eˆtre e´crite sous la forme matricielle
E = (I− κ(δ)G)−1 Ein , (1.90)
ou` E et Ein sont des vecteurs contenant les 3N composantes du champ total et
du champ incident respectivement agissant sur l’atome j. I est la matrice unite´ de
dimension 3N ×3N et G est la matrice 3N ×3N contenant les fonctions de Green
Gjm = G(rj−rm) dont les composantes sont donne´es par l’eq. (1.70). L’hypothe`se
que le champ total puisse eˆtre obtenu a` travers la se´rie de diffusion multiple donne´e
par l’eq. (1.81) revient a` re´-e´crire l’eq. (1.90) avec le de´veloppement en se´rie
(I− κ(δ)G)−1 = I+ κ(δ)G+ κ(δ)2G2 + κ(δ)3G3 + . . . (1.91)
Cette se´rie infinie converge uniquement si les valeurs propres de la matrice κ(δ)G
ont des modules infe´rieurs a` 1 [68, 69]. Quand cette condition est satisfaite l’ap-
proche MSS peut eˆtre utilise´e pour calculer le champ diffuse´ par le nuage atomique.
Dans le cas contraire ou` l’ope´rateur line´aire κ(δ)G admet des valeurs propres supe´-
rieures a` l’unite´, la se´rie a` l’eq. (1.78) et par conse´quent celle donne´e par l’eq. (1.81)
ne convergent pas. Dans ce cas, chaque ordre de diffusion e´met plus de lumie`re que
l’ordre pre´ce´dent et la se´rie de diffusion multiple diverge. Une e´tude de´taille´e du
spectre de l’ope´rateur line´aire κ(δ)G est propose´e dans la ref. [70, 69]. Les auteurs
de ces re´fe´rences montrent que la distribution des valeurs propres de la matrice G
dans le plan complexe, est contenue dans un cercle de rayon
√
b0/2. Dans notre
cas, la se´rie de diffusion multiple MSS converge si toutes les valeurs propres G de
la matrice G satisfont la condition κ(δ)G < 1 . Par conse´quent,
κ(δ)G < 1⇒
√
b0/2
2iδ − 1 < 1 , (1.92)
⇒ b0
2(4δ2 + 1)
< 1 , (1.93)
⇒ b < 2 . (1.94)
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Figure 1.8. Proﬁl du champ de radiation a` l’inte´rieur d’un nuage gaussien E
(n)
sc (r) =
κ(δ)
∑
j G(r − rj)E(n−1)sc (rj) (eq. (1.82)) dans le plan y = 0 pour diﬀe´rents ordres
de diﬀusion n = 1, 2 et 3 (de droite a` gauche), pour deux diﬀe´rentes e´paisseurs
optiques. Dans le re´gime de diﬀusion faible (ligne supe´rieur) l’amplitude du champ
diﬀuse´ de´croˆıt pour un ordre de diﬀusion croissant et la se´rie de diﬀusion multiple
converge. Pour un re´gime de diﬀusion multiple (ligne infe´rieur) la se´rie de diﬀusion
multiple diverge. Cette simulation a e´te´ re´alise´e pour un nuage Gaussien de N =
500 atomes avec une e´paisseur optique a` re´sonance de b0 = 5 et un rayon r.m.s.
σR = 17.32/k avec b0 = 3N/(kσR)
2. Les images supe´rieures correspondent a` un
de´saccord δ = 4.5 et une e´paisseur optique b = 0.061, celles du bas correspondent
au cas re´sonant δ = 0 et b = 5. La pre´sence d’un champ diﬀuse´ local d’amplitude
beaucoup plus importante que le champ incident est due a` la divergence du champ
diﬀuse´ au voisinage des atomes qui peuvent eˆtre arbitrairement proche du plan
y = 0. Notez que nume´riquement, pour une distribution ale´atoire des diﬀuseurs des
atomes peuvent eˆtre place´s tout pre´s du plan y = 0 mais aucun atome ne se trouve
exactement sur ce plan y = 0 (yj 6= 0 ∀j). .
Ainsi, la limite de convergence de notre se´rie MSS se traduit en terme d’e´paisseur
optique par la condition b < 2, correspondant a` un re´gime de diffusion faible. Pour
mettre en e´vidence ces re´gimes de convergence et de divergence de la se´rie de dif-
fusion, nous calculons le champ diffuse´ a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur de l’e´chantillon
pour deux re´gimes de diffusion diffe´rents. Ces derniers sont de´termine´s a` travers
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Figure 1.9. Puissance diﬀuse´e par un nuage gaussien (b0 = 5 et σR = 17.32/k)
en champ lointain P (n) = (ε0c/2)
∫ | E(n)sc (r) |2dS. Cette puissance est mesure´e
sur une surface sphe´rique de rayon r ≫ λ, pour un ordre de diﬀusion n croissant
avec les meˆmes parame`tres que la ﬁg. 1.8. Pour une faible diﬀusion (b = 0.061,
crois rouges) la puissance diﬀuse´e diminue quand l’ordre de diﬀusion n augmente.
Par contre, pour une diﬀusion multiple (b = 5, points bleus) la puissance diﬀuse´e
diverge. P (n) est normalise´e par rapport a` la puissance diﬀuse´e par une collection
d’atomes inde´pendants NP1, ou` P1 = (4πI0/k
2
0)/(1+4δ
2) et I0 l’intensite´ incidente.
l’e´paisseur optique du nuage ix : un re´gime de faible diffusion avec b ≈ 0.06 et un
re´gime de diffusion multiple avec b = 5. Le profil local du champ e´lectrique diffuse´
a` l’inte´rieur du nuage atomique donne´ par
E(n)sc (r) = κ(δ)
∑
j
G(r− rj)E(n−1)sc (rj) , (1.95)
est illustre´ dans la fig. 1.8 pour diffe´rents ordres de diffusion et pour les deux
re´gimes de diffusion faible et forte. De meˆme, la puissance totale diffuse´e en champ
lointain a` l’exte´rieur du nuage (r ≫ σR) donne´e par
P (n) =
ε0c
2
∫
|E(n)sc (r)|2dS , (1.96)
est calcule´e pour deux diffe´rentes e´paisseurs optiques et repre´sente´e dans la fig.
1.9. Les deux simulations ont e´te´ re´alise´es pour N = 500 atomes avec b0 = 5
et σR = 17.32/k. Ne´anmoins, une des simulations a e´te´ re´alise´e pour un de´sac-
cord δ = 4.5 donnant une e´paisseur optique b(δ) = 0.061, alors que la seconde
a e´te´ re´alise´e a` re´sonance (δ = 0) pour une e´paisseur optique b(δ) = 5. Dans le
ix. Nous rappelons que b(δ) = b0/(1 + 4δ
2), ou` δ = ∆0/γ et b0 = 3N/(kσR)
2 est l’e´paisseur
optique a` re´sonance pour un nuage gaussien sphe´rique de rayon r.m.s. σR compose´ de N atomes.
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cas d’une faible e´paisseur optique (b = 0.061) le champ diffuse´ de´croˆıt pour un
ordre de diffusion croissant et la se´rie de diffusion multiple MSS converge. Pour
un milieu optiquement plus dense (b = 5) les interactions dipoˆle-dipoˆle incluses
dans la fonction de Green (terme d’interaction collective) agissent sur la dyna-
mique du syste`me. Cela se traduit par une (des) valeur(s) propre(s) de κ(δ)G de
module plus grand que 1, ce qui fait que la se´rie de diffusion multiple diverge.
La construction du champ diffuse´ total a` la base d’un nombre croissant d’e´ve`ne-
ments successifs de diffusion de l’onde incidente n’est plus possible. Dans ce cas, le
champs diffuse´ total est plutoˆt le re´sultat d’une interaction globale avec le syste`me.
A` la fin de cette section, nous tenons a` souligner le fait que le crite`re de conver-
gence de notre MSS qui consiste a` la ne´cessite´ que les valeurs propres de κ(δ)G
aient un module infe´rieur a` l’unite´ (correspondant aux re´gimes de diffusion faible),
est en parfaite accord avec les re´sultats de la ref. [36]. De plus, l’approche MSS nous
permettra dans le chapitre suivant d’effectuer une analyse nume´rique et the´orique
du re´gime de diffusion double.
1.3 Multiple Scattering Series vs Coupled Di-
poles
Les deux approches the´oriques que nous avons pre´sente´es dans la premie`re et
la deuxie`me section de ce chapitre constituent des mode`les cohe´rents pour la des-
cription de la diffusion de la lumie`re par un nuage atomique. En effet, l’approche
CD aussi bien que le de´veloppement MSS traitent le proble`me a` travers le champ
complexe (amplitude et phase) et pas uniquement par l’intensite´ lumineuse. Cela
permet la prise en conside´ration de l’aspect cohe´rent du processus de diffusion
de la lumie`re dans les diffe´rents re´gimes possibles : re´gime de diffusion simple, de
faible diffusion et aussi le re´gime diffusif. Dans cette section nous allons exposer
les avantages et les inconve´nients de chaque approche par rapport a` l’autre. Nous
comparerons leurs re´sultats respectifs dans la limite des faibles e´paisseurs optiques
ou` la MSS converge.
Dans sa limite de convergence correspondant aux re´gimes de faible diffusion,
l’approche MSS donne une solution comple`te pour le champ diffuse´ par le nuage
atomique de faible e´paisseur optique. Dans ce re´gime, l’approche MSS est entie`re-
ment e´quivalente au mode`le CD. Ce dernier consiste au calcul du champ diffuse´ a`
travers la re´solution du syste`me des 3N e´quations couple´es de´fini par l’eq. (1.72)
pour obtenir les amplitudes des dipoˆles bj. Le calcul de ces dernie`res pour un
grand nombre de diffuseurs N ne´cessite un traitement matricielle nume´rique pour
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Figure 1.10. Diagramme d’intensite´ diﬀuse´e I(n) = (ε0c/2)|
∑n
l=1E
(l)
sc |2 en fonction
de l’angle polaire θ, apre`s la moyenne sur l’angle azimutal φ, pour n = 1, 2, 3,
de´rive´e de l’eq. (1.82) (MSS), compare´e a` l’intensite´ diﬀuse´e par les dipoˆles Ib =
(ε0c/2)|Eb|2, de´rive´e a` partir de l’eq. (1.72) (CD) et contenant tous les ordres de
diﬀusion. La ligne verte repre´sente l’intensite´ de l’atome unique I1(1 + cos
2 θ) ou`
I1 = I0/[k
2
0r
2)(1 + 4δ2)]. L’intensite´ est en unite´ NI1. Simulation re´alise´e pour un
nuage gaussien de N = 1000 atomes avec une e´paisseur optique a` re´sonance de b0 =
1, un de´saccord δ = 0 et un rayon r.m.s. σR ≈ 54.8/k donne´ par b0 = 3N/(kσR)2.
L’image en inset est un zoom dans une direction arbitraire (en e´chelle line´aire).
l’inversion de la matrice d’interaction de dimension N ×N en description scalaire
et 3N × 3N en description vectorielle de la lumie`re. Ainsi, la contrainte principale
dans ce mode`le CD est le nombre limite´ d’atomes N ge´re´ par l’ordinateur pour
l’inversion de la matrice d’interaction. Cela revient a` des raisons de capacite´s nu-
me´riques requises pour la re´solution du proble`me, notamment en terme de me´moire
(RAM) mais aussi en temps de calcul (CPU). Cette contrainte limitant le nombre
d’atomes dans le nuage ne se pose pas avec l’approche MSS. En effet, cette der-
nie`re consiste a` calculer le champ diffuse´ directement a` partir du champ incident
par une me´thode ite´rative plus simple qui ne requiert pas autant de ressources
que l’approche CD. Cette approche est ainsi beaucoup moins couteuse nume´ri-
quement d’autant plus que dans le re´gime de convergence de la me´thode (b 6 1)
seul quelques ordres de diffusion sont ne´cessaires pour la description comple`te du
syste`me. Afin d’illustrer cela nous comparons sur la fig. 1.10 l’intensite´ Ib calcule´e
a` partir des amplitudes bj du mode`le CD et contenant tous les ordres de diffusion,
a` l’intensite´ de radiation e´mise jusqu’au ne`me ordre de diffusion (pour n = 1, 2 et
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3) de´finie par la me´thode MSS comme
I(n) =
ε0c
2
|
n∑
l=1
E(l)sc |2 . (1.97)
Dans cette relation I(1) de´crit la diffusion simple uniquement, I(2) inclue la somme
de la diffusion simple et la diffusion double . . . etc. Ces simulations sont re´alise´es
pour une e´paisseur optique b(δ) = 1 (b0 = 1, δ = 0). La convergence de la se´rie
de diffusion multiple vers la solution CD est relativement lente mais clairement
visible sur la fig. 1.10. Nous avons pu ve´rifier que pour des e´paisseurs optiques
beaucoup plus faibles, la convergence est plus rapide et la physique de la diffu-
sion simple contenue dans E(1) de´crit de´ja` tre`s bien le champ diffuse´ total. Par
ailleurs, en plus de sa commodite´ nume´rique, la me´thode MSS est inte´grable pour
certaines distributions atomiques dans la limite de sa convergence. Nous e´tudions
dans le chapitre suivant un cas de figure ou` la me´thode MSS admet une solution
analytique. Cependant, cette approche s’appuie sur une somme infinie qui limite
sa validite´ aux seuls re´gimes de convergence de la se´rie de diffusion multiple. Cela
donne alors un grand avantage a` l’approche microscopique CD. Cette dernie`re
s’appuie sur une matrice finie dont la solution nume´rique reste valide pour n’im-
porte quel re´gime et pour une distribution arbitraire des diffuseurs dans le vide.
Nous aurons donc recours a` cette approche CD pour l’e´tude des effets collectifs en
re´gime de forte diffusion.
Il est inte´ressant d’attirer l’attention sur le fait que l’intensite´ diffuse´e en mo-
de`le vectoriel repre´sente´e sur la fig. 1.10, montre un profile de modulation du fond
(background) en cos2 θ ou` θ est l’angle entre la direction d’incidence et celle de
diffusion. Ce profil module´ est duˆ au fait que la section efficace diffe´rentielle de
diffusion en mode`le vectoriel de la lumie`re est proportionnelle a` 1/2(1 + cos2(θ))
[57]. Cette dernie`re caracte´rise la re´ponse individuelle des atomes au champ inci-
dent, polarise´ line´airement dans notre cas . Pour un tel re´gime de faible diffusion,
cette modulation n’apparait pas sur le diagramme de rayonnement obtenu par un
mode`le scalaire. Nous pourrons constater cela sur la fig. 2.3 du chapitre suivant.
Notons par ailleurs que dans les re´gimes de diffusion multiple une modulation du
fond pourrait apparaˆıtre meˆme en approximation scalaire.
1.4 Conclusion
L’objectif de cette premie`re partie de la the`se e´tant l’e´tude des effets de cohe´-
rence en diffusion multiple, nous avons pre´sente´ dans ce chapitre deux me´thodes
pour la re´solution du proble`me : le mode`le CD (coupled dipoles) et l’approche MSS
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(multiple scattering series). Elles offrent une description cohe´rente de la diffusion de
la lumie`re par un nuage atomique de´sordonne´ pour diffe´rents re´gimes de diffusion.
Dans la premie`re section nous avons introduit l’approche CD dans la description
scalaire de la lumie`re. Le speckle et le CBS observe´s sur le diagramme d’e´mission
des nuages atomiques de diffe´rentes ge´ome´tries constituent des signatures des ef-
fets d’interfe´rences inclus dans le mode`le a` travers l’interaction dipoˆle-dipoˆle. Nous
avons montre´ la validite´ du the´ore`me optique dans notre mode`le et pre´sente´ les
formules de la force de pression de radiation applique´e sur le nuage par le champ
incident. Nous avons pu constater que dans cette approche CD toute la physique
est de´crite a` partir des amplitudes des dipoˆles atomiques. Apre`s avoir trace´ sur les
degre´s de liberte´ de la lumie`re, un traitement nume´rique est ne´cessaire pour les
obtenir. Cela limite le nombre d’atomes dans les nuages de´crits par cette approche
a` cause des ressources informatiques limite´es dont nous disposons. D’autre part,
l’approche MSS introduite dans la seconde section en description vectorielle, de´crit
la diffusion multiple comme une se´rie de diffusions successives du champ incident
dans le nuage de´sordonne´. Elle offre une solution nume´riquement plus simple que
le mode`le CD, sauf que cette approche ne peut donner de solution exacte que dans
une limite de convergence restreinte au re´gime de faible diffusion.
Ce chapitre regroupe l’essentiel des outils the´oriques que nous allons utiliser
dans la suite du manuscrit. Ainsi, nous disposons de deux me´thodes qui nous
permettront d’e´tudier les effets de cohe´rence en diffusion multiple de la lumie`re
dans diffe´rents re´gimes de diffusion. L’approche MSS convergente pour les re´gimes
de faible diffusion, offre une description analytique pertinente de la double diffusion
cohe´rente. De son cote´, l’approche CD valable pour tous les re´gimes de diffusion
sera compare´e a` la the´orie du transfert radiatif incohe´rent (RTE) pour l’e´tude des
effets collectifs d’interfe´rence et de synchronisation en re´gime de forte diffusion.
Chapitre 2
Effets de cohe´rence en diffusion
faible
Dans ce chapitre nous allons nous inte´resser aux re´gimes de faibles diffusions
de la lumie`re par des e´chantillons atomiques de petites densite´s optiques (b 6 1).
Bien que les processus se produisant dans ce re´gime ne contiennent que quelques
e´ve`nements de diffusion, leurs interfe´rences peuvent se re´ve´ler suffisantes pour
l’apparition de phe´nome`nes physiques de grande importance. La se´rie de diffusion
multiple (MSS) introduite dans le chapitre pre´ce´dent constitue une tre`s bonne ap-
proche pour l’e´tude des effets de cohe´rence dans les re´gimes de diffusions faibles.
A` travers cette approche MSS et dans la limite de son domaine de convergence,
nous allons e´tudier la double diffusion cohe´rente d’un champ lumineux par une
collection de N atomes en de´sordre. Nous proce´derons a` la de´rivation des formules
analytiques de´crivant le coˆne de re´trodiffusion cohe´rente (coherent backscatteing
(CBS)) ainsi que celles de´crivant le lobe de diffusion cohe´rente vers l’avant (co-
herent forward scattering (CFS)) pour une distribution atomique gaussienne. Nous
comparerons ces re´sultats a` des calculs nume´riques et a` des donne´es expe´rimen-
tales. Pour une raison de simplicite´ nous supposons dans ce chapitre que les ondes
de radiation sont scalaires. Nous conside´rons ainsi des e´chantillons dilue´s et ne´gli-
geons la polarisation de la lumie`re et les effets de champ proche.
37
38
2.1 Premier et second ordre de diffusion
En approximation scalaire l’eq. (1.82) de´finissant le champ diffuse´ mesure´ au
point r i par l’approche MSS s’e´crit
Esc(r) = κ(δ)
N∑
j=1
G(|r− rj|) [Ein(rj) + Esc(rj)] . (2.1)
avec κ(δ) = 1/(2iδ − 1) et δ = ∆/Γ. Afin de ne prendre en conside´ration que
les contributions de la diffusion simple et double, nous approximons le champ de
diffusion multiple Esc(rj) au point rj par sa premie`re contribution
Esc(rj) ≈ κ(δ)
∑
m 6=j
G(|rj − rm|)Ein(rm) . (2.2)
Ainsi, dans la limite de la diffusion double, le champ diffuse´ mesure´ au point r est
donne´ par
Esc(r) =κ(δ)
N∑
j=1
G(|r− rj|)Ein(rj)
+ κ2(δ)
N∑
m=1
∑
j 6=m
G(|r− rm|)G(|rm − rj|)Ein(rj) . (2.3)
Le champ total mesure´ au point r donne´e par l’eq. (1.81) du chapitre pre´ce´dent
sera, dans la limite de la double diffusion, donne´ par
E(r) =Ein(r) + Esc(r) , (2.4)
=Ein(r) + κ(δ)
N∑
j=1
G(|r− rj|)Ein(rj)
+ κ2(δ)
N∑
m=1
∑
j 6=m
G(|r− rm|)G(|rm − rj|)Ein(rj) . (2.5)
Le premier terme de l’eq. (2.5) correspond au champ incident mesure´ au point r. Le
second terme regroupe les contributions de la diffusion simple de l’onde incidente
par chaque atome du nuage. Pour un atome j donne´, ce terme de´crit la diffusion
simple du champ incident par l’atome a` la position rj suivit par sa propagation jus-
qu’au de´tecteur place´ a` r. Le troisie`me terme correspond a` la diffusion double. Le
i. r peut correspondre a` un point a` l’inte´rieur ou a` l’exte´rieur de l’e´chantillon.
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champ incident est dans un premier temps diffuse´ par un atome a` la position rj puis
se propage vers rm ou` il subit une seconde diffusion avant d’eˆtre mesure´ au point r.
Nous allons montrer dans ce chapitre que la diffusion double est le premier
ordre du processus de diffusion multiple qui contribue au CBS. Ce dernier est
la conse´quence de l’interfe´rence entre l’onde diffuse´e a` rj puis a` rm et le chemin
re´ciproque a` travers lequel l’onde est diffuse´e par l’atome a` la position rm puis par
celui a` rj. Cet effet peut eˆtre capte´ par l’estimation du champ diffuse´ en champ
lointain dans la limite de la diffusion double. En utilisant la formule asymptotique
de la fonction de Green scalaire en champ lointain
G(|r− rj|) ≈ exp(ikr − ik · rj)/(ikr) , (2.6)
le champ diffuse´ dans la limite d’une double diffusion donne´ par l’eq. (2.3) s’e´crit
Esc(r) = κ(δ)
eikr
ikr
E0
N∑
j=1
ei(k0−k)·rj
+ κ2(δ)
eikr
ikr
E0
N∑
m=1
∑
j 6=m
G(|rm − rj|)ei(k0·rj−k·rm) , (2.7)
ou` nous supposons que l’onde incidente est une onde plane de la forme Ein(r) =
E0 exp(ik0 ·r). Le premier terme de cette e´quation repre´sente la diffusion simple et
le second correspond a` la diffusion double. Dans le chapitre pre´ce´dent nous avons
utilise´ le facteur de structure S(k− k0) pour de´crire la diffusion simple en champ
lointain dans l’eq. (1.87). Il est donne´ par
S(k− k0) = (1/N)
∑
j
exp[−i(k− k0) · rj] , (2.8)
En introduisant
T (k,k0) =
1
N
∑
m
∑
j 6=m
G(|rj − rm|)ei(k0·rj−k·rm) , (2.9)
nous pouvons e´crire l’intensite´ diffuse´e jusqu’au deuxie`me ordre de diffusion sous
la forme
Isc(r) = N
2I1 |S(k− k0) + κ(δ)T (k,k0)|2 . (2.10)
Dans cette e´quation I1 = I0/[k
2r2(1+4δ2)] correspond a` l’intensite´ diffuse´e par un
atome unique et I0 est l’intensite´ de l’onde incidente. NI1 sera donc l’intensite´ dif-
fuse´e par un nuage tre`s dilue´ de N atomes inde´pendants. Dans l’eq. (2.10) le terme
en S constitue la contribution de la diffusion simple a` l’intensite´ diffuse´e, alors que
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le terme en T regroupe les contributions de la diffusion double notamment vers
l’avant et vers l’arrie`re par rapport a` la direction du champ incident. Dans la suite,
nous allons tenter d’expliciter la contribution de ces termes a` l’intensite´ diffuse´e.
La moyenne de configuration permet d’extraire a` partir du facteur de structure
une contribution incohe´rente a` l’intensite´ diffuse´e qui consiste a`
|S(k− k0)|2 = 1/N . (2.11)
D’autre part, la contribution cohe´rente vers l’avant pour un grand nombre d’atomes
N peut eˆtre e´crite sous la forme d’une inte´grale continue
S∞ =
1
N
∫
drρ(r) exp[i(k− k0) · r] , (2.12)
avec ρ(r) la densite´ atomique ii. De son cote´, le terme |T |2 donne en plus d’une
contribution incohe´rente, deux contributions cohe´rentes : une vers l’avant et une
vers l’arrie`re. Les origines de ces deux contributions cohe´rentes sont en fait dif-
fe´rentes. Prenons le module au carre´ de l’eq. (2.9) en conside´rant uniquement les
paires d’atomes e´quivalentes (j,m) dans T et T ∗. Nous obtenons
|T (k,k0)|2pair ≈
1
N2
∑
m
∑
j 6=m
1 + cos[(k+ k0) · (rj − rm)]
k2|rj − rm|2 . (2.13)
Le premier terme de l’eq. (2.13) (en 1/(k|rj − rm|)2) apparait quand la meˆme
paire d’atomes est conside´re´e deux fois. Ce terme amplifie la partie incohe´rente de
l’intensite´ diffuse´e. Le second terme (en cosinus) est le re´sultat du chevauchement
(superposition) entre le chemin du champ diffuse´ par la paire (j,m) et son chemin
re´ciproque (m, j). Ce dernier terme est connu comme le terme CBS [71]. Il donne
lieu a` une amplification de la radiation cohe´rente vers la direction arrie`re par
rapport a` la direction du champ incident. En plus de ce terme de paires, T (donne´
par l’eq. (2.9)) fourni aussi une contributions cohe´rente a` l’intensite´ diffuse´e vers
l’avant. Cette contribution est due au processus d’interfe´rences impliquant plus de
deux atomes. Elle peut s’e´crire dans la limite continue sous la forme
T∞(k,k0) =
1
N
∫
dr1ρ(r1)
∫
dr2ρ(r2)
exp(ik|r1 − r2|)
ik|r1 − r2| e
i(k0·r1−k·r2) , (2.14)
ou` r1 et r2 correspondent aux positions du premier et deuxie`me atome respective-
ment (responsable du premier et deuxie`me e´ve`nement de diffusion). En collectant
les diffe´rentes contributions donne´es par les eqs. (2.11), (2.12), (2.13) et (2.14),
ii. L’indice ∞ sur S∞ ou T∞ de´signe l’approximation de la distribution continue en densite´.
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l’intensite´ diffuse´e jusqu’a` la diffusion double pour une densite´ atomique arbitraire
ρ(r) est donne´e par :
I(2)sc (r) = NI1
{
1 +
N
1 + 4δ2
|T |2pair +N |F∞|2
}
, (2.15)
ou` F∞ = S∞ + κ(δ)T∞. Le premier terme correspond a` la contribution isotrope
incohe´rente NI1 e´quivalente a` l’intensite´ diffuse´e par un nuage dilue´ de N atomes
inde´pendants. Le second terme amplifie le terme incohe´rent pre´ce`dent et donne
aussi le coˆne de re´trodiffusion cohe´rent CBS a` travers le premier et le second terme
de l’eq. (2.13) respectivement. En fin, le troisie`me terme de l’eq. (2.15) constitue
le lobe de diffusion cohe´rente vers l’avant CFS. Ce dernier est le re´sultat de la
somme des contributions a` la diffusion cohe´rente vers l’avant de la diffusion simple
proportionnelle a` S∞ et celle de la diffusion double proportionnelle a` T∞.
2.2 Re´trodiffusion cohe´rente (CBS)
Le CBS dans notre description de diffusion double de la lumie`re par un milieu
atomique de´sordonne´ ce re´ve`le a` travers les moyennes de configurations sur le
terme de double diffusion entre les paires d’atomes dans l’eq. (2.13). Partant de
ce terme, nous allons de´river la formule analytique du CBS que nous comparerons
aux donne´es expe´rimentales de Bidel et al. [72]. Pour cela, nous re´alisons dans
un premier temps la moyenne sur les directions ale´atoires des vecteurs rj − rm en
supposant une distribution atomique a` supports infinis iii. Nous conside´rerons par
la suite une distribution atomique gaussienne et nous re´aliserons la moyenne sur
les distances ale´atoires entre les atomes.
Moyenne sur le de´sordre angulaire
Cette premie`re e´tape de notre approche consiste en une moyenne sur les va-
riables angulaires entre les positions ale´atoires des diffuseurs. Elle ne ne´cessite donc
pas de de´tails a` propos de la densite´ atomique du nuage. Nous rappelons que notre
approche MSS est valable pour un profil de densite´ arbitraire. En effet, cela nous
a permis de de´river la formule de l’intensite´ diffuse´e jusqu’au deuxie`me ordre de
diffusion pour une densite´ quelconque. Dans le terme lie´ a` la contribution de l’in-
terfe´rence des paires a` la diffusion double donne´ par l’eq. (2.13), nous supposons
que k0 = k(0, 0, 1) et k = k(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) ainsi que
rjm = rjm(sin θjm cosφjm, sin θjm sinφjm, cos θjm) , (2.16)
iii. La distribution gaussienne sphe´rique par exemple constitue une distribution inﬁnie
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ou` rjm = rj − rm. Par conse´quent,
(k+ k0) · rjm =krjm[sin θ sin θjm cos(φjm − φ) + (1 + cos θ) cos θjm] . (2.17)
La moyenne sur θjm et φjm s’e´crit
〈|T |2pair〉 =
1
N2
∑
j,m 6=j
1
k2r2jm
{
1 +
1
4π
∫ 2pi
0
dφjm
∫ pi
0
dθjm sin θjm
× cos{krjm [sin θ sin θjm cos(φjm − φ) + (1 + cos θ) cos θjm]}
}
. (2.18)
En utilisant la relation∫ 2pi
0
dφ cos[a+ b cos(φ− φ′)] = 2π cos(a)J0(b) , (2.19)
ou` J0 est la fonction de Bessel d’ordre 0, l’inte´gration sur φjm donne
〈|T |2pair〉 =
1
N2
∑
j
∑
m 6=j
1
k2r2jm
{
1 +
1
2
∫ pi
0
dθjm sin θjm
× cos[krjm(1 + cos θ) cos θjm]J0 [krjm sin θ sin θjm]
}
. (2.20)
Puis nous utilisons l’expression∫ pi
0
dθ sin θ cos(a cos θ)J0 (b sin θ) = 2
sin
√
a2 + b2√
a2 + b2
, (2.21)
pour obtenir
〈|T |2pair〉 =
1
N2
∑
j
∑
m 6=j
1
k2r2jm
{1 + sinc[2krjm cos(θ/2)]} , (2.22)
avec sinc(z) = sin(z)/z. Cette premie`re moyenne sur les variables angulaires θjm
et φjm donne alors
〈|T |2pair〉 =
1
N2
∑
j
∑
m 6=j
1
k2r2jm
{
1 +
sin[2krjm cos(θ/2)]
2krjm cos(θ/2)
}
, (2.23)
ou` θ est l’angle du vecteur d’onde correspondant au photon diffuse´ dans le mode
k par rapport a` k0 correspondant au photon incident suivant eˆz. Dans la limite
d’une distribution continue, l’eq. (2.23) s’e´crit
〈|T |2pair〉∞ =
1
N2
∫
dr1ρ(r1)
∫
dr2ρ(r2)
1
k2r2jm
{
1 +
sin[2krjm cos(θ/2)]
2krjm cos(θ/2)
}
.
(2.24)
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Ainsi, nous avons re´alise´ la moyenne sur les variables angulaires entre les atomes.
L’e´tape suivante consiste a` re´aliser la moyenne sur les distances entre les paires
d’atomes rjm = |rj − rm|. La distribution des distances et par conse´quent l’ac-
croissement de la radiation re´tro-diffuse´e de´pendent de la densite´ atomique de
l’e´chantillon. Nous allons ainsi devoir utiliser une distribution atomique donne´e
afin de de´river la formule analytique du coˆne de re´trodiffusion cohe´rente CBS.
Moyenne sur le de´sordre radial
Dans l’objectif d’obtenir une formule analytique pour le CBS en double diffu-
sion a` partir de l’eq. (2.24), il faudra comple´ter la moyenne re´alise´e sur les variables
angulaires par la moyenne sur les distances ale´atoires entre les atomes. Pour cela,
nous allons conside´rer une distribution spe´cifique de densite´ atomique : une sphe`re
gaussienne de rayon r.m.s. σR. Ce profil de densite´ peut eˆtre d’une grande utilite´
dans l’e´tude des syste`mes ayant une ge´ome´trie et une densite´ similaire, telles que
les expe´riences d’atomes froids par exemple.
Afin de de´river la formule analytique de la contribution a` la diffusion cohe´rente
vers l’arrie`re 〈|T |2pair〉∞ pour une distribution de densite´ gaussienne, nous allons
estimer pour ce profil de densite´ l’inte´grale
I =
∫
dr1ρ(r1)
∫
dr2ρ(r2)f(|r1 − r2|) . (2.25)
En faisant un changement des variables d’inte´grations r1 et r2 en R = (r1 + r2)/2
et r12 = r1 − r2, l’inte´grale pre´ce´dente devient
I =
∫
dR
∫
dr12ρ(R− r12/2)ρ(R+ r12/2)f(|r12|) . (2.26)
Nous conside´rons maintenant une distribution atomique gaussienne de la forme
ρ(r) = ρ0 exp(−r2/2σ2R). Sachant que
|R+ r12/2|2 + |R− r12/2|2 = 2R2 + r212/2 , (2.27)
l’inte´grale de l’eq. (2.26) s’e´crit en coordonne´es polaires sous la forme
I = 2N
2
πσ6R
∫ ∞
0
dRR2e−R
2/σ2
R
∫ ∞
0
dr12r
2
12e
−r2
12
/4σ2
Rf(r12) , (2.28)
=
4N2√
π
∫ ∞
0
dxx2e−x
2
f(2σRx) . (2.29)
Suivant l’eq. (2.24) nous conside´rons
f(r12) =
1
k2r212
{
1 +
sin[2kr12 cos(θ/2)]
2kr12 cos(θ/2)
}
. (2.30)
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Par conse´quent, l’inte´grale I donne
I = N
2
√
π(kσR)2
∫ ∞
0
dxe−x
2
[
1 +
sin(ax)
ax
]
, (2.31)
=
N2
2(kσR)2
[
1 +
√
π
a
erf(a/2)
]
, (2.32)
ou` a = 4(kσR) cos(θ/2). Ainsi, nous avons de´rive´ a` partir de l’eq. (2.24) la contri-
bution de la diffusion double au coˆne de re´trodiffusion cohe´rente CBS pour un
champ diffuse´ par une distribution atomique gaussienne. Cette contribution s’e´crit
〈|T (θ)|2pair〉 =
1
2(kσR)2
{
1 +
√
π
2
erf[2(kσR) cos(θ/2)]
2(kσR) cos(θ/2)
}
, (2.33)
=
E(θ)
2(kσR)2
. (2.34)
Nous avons constate´ que le terme de l’amplification de la radiation cohe´rente re´tro-
diffuse´e donne´ par
E(θ) = 1 +
√
π
2
erf[2(kσR) cos(θ/2)]
2(kσR) cos(θ/2)
, (2.35)
a un maximum de 2 et une largeur angulaire a mi-hauteur (angular FWHM) de
∆θ = 2
√
3/(kσR) ≈ 0.55(λ/σR) (voir fig. 2.1). Il s’ave`re que notre analyse est
en parfait accord avec le travail expe´rimental re´alise´ par Bidel et al. [72] comme
nous pouvons le constater sur la fig. 2.1. Les auteurs de cette re´fe´rence ont e´tudie´
le coˆne de re´trodiffusion cohe´rente CBS pour un grand nuage atomique froid de
Strontium (σR = 8098/k) d’une e´paisseur optique scalaire a` re´sonance b0 = 1.93.
Ils ont mesure´ une largeur angulaire du coˆne de 0.50 ± 0.04 mrad. Ce re´sultat
expe´rimental est en tre`s bon accord avec la valeur the´orique de 0.46 mrad obtenu
a` partir de l’eq. (2.34) pour les meˆmes parame`tres. Remarquons que la formule
(2.35) de´crivant le coˆne de re´trodiffusion cohe´rente, met en e´vidence le fait que
la forme de ce dernier ne de´pend que de la taille du nuage gaussien. Cela a e´te´
observe´ par Labeyrie et al. dans une expe´rience d’atomes froids [73]. Les auteurs
remarquent e´galement que les proprie´te´s du CBS sont essentiellement de´termine´es
par les premiers ordres de diffusion sur les couches externes aux bords du nuage.
2.3 Diffusion cohe´rente vers l’avant (CFS)
La contribution cohe´rente de la diffusion simple a` l’intensite´ diffuse´e vers l’avant
par rapport a` la direction du champ incident est donne´e par l’eq. (2.12) pour une
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Figure 2.1. Observation expe´rimentale et the´orique de l’ampliﬁcation de la re´tro-
diﬀusion cohe´rente CBS pour un nuage gaussien de rayon r.m.s. σR = 8098/k a`
re´sonance (δ = 0). Les cercles bleus correspondent aux valeurs expe´rimentales rap-
porte´es par la ﬁg. 2 de la ref. [72]. La ligne noire reproduit le re´sultat the´orique a`
travers E(θ) donne´e par l’eq. (2.34). Nous tenons a` souligner que le seul parame`tre
libre est un ajustement de 3% sur le fond.
densite´ arbitraire ρ(r). Pour une distribution atomique gaussienne cette contribu-
tion s’e´crit [24]
S(θ) = exp[−2(kσR)2 sin2(θ/2)] . (2.36)
Par ailleurs, la contribution cohe´rente vers l’avant du second ordre de diffusion
dans la limite des grandes tailles du nuage atomique kσR ≫ 1, est donne´e par
T (θ) ≈ N
4(kσR)2
exp[−4(kσR)2 sin2(θ/4)] . (2.37)
≈ b0
8
exp[−4(kσR)2 sin2(θ/4)] . (2.38)
avec b0 = 2N/(kσR)
2 l’e´paisseur optique a` re´sonance pour une sphe`re gaussienne en
mode`le scalaire. Cette contribution de la diffusion double a` la diffusion cohe´rente
vers l’avant est obtenue a` partir de l’eq. (2.14). Le passage de T∞(k,k0) pour
une distribution atomique quelconque a` T (θ) pour une distribution de densite´
gaussienne se fait comme suit : nous introduisons R = (r1+ r2)/2 et r12 = r1− r2,
tels que
T∞(k,k0) =
1
ikN
∫
dR
∫
dr12ρ(R+ r12/2)ρ(R− r12/2)
× exp [(k0 − k) ·R+ i(k0 + k) · r12/2 + ikr12] /r12 . (2.39)
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Pour une distribution gaussienne la double inte´grale ce factorise en
T∞(k,k0) =
ρ20
ikN
∫
dRe−R
2/σ2
R
+i(k0−k)·R
×
∫
dr12 exp
[−r212/4σ2R + i(k0 + k) · r12/2 + ikr12] /r12 . (2.40)
En supposant que k = k(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) et k0 = k(0, 0, 1), la premie`re
inte´grale donne :
I1 = ρ0
∫
dRe−R
2/σ2
R
+i(k0−k)·R (2.41)
=
N
2
√
2
e−(kσR)
2(1−cos θ)/2 . (2.42)
Apre`s inte´gration sur les variables angulaires, la deuxie`me inte´grale de l’eq. (2.40)
donne :
I2 = 2N
i
√
2π(kσR)2 cos(θ/2)
∫ ∞
0
dxe−x
2/4+i(kσR)x sin[(kσR) cos(θ/2)x] , (2.43)
ou` nous avons utilise´ l’expression∫ ∞
0
dxe−x
2/4+iax sin(bx) =
√
π
2
{
− e4ab [erfi(a− b)− i]
+ erfi(a+ b)− i
}
e−(a+b)
2
. (2.44)
Ainsi, nous obtenons
T (θ) =
Ne−2(kσR)
2(1+cos θ/2)
4i(kσR)2 cos θ/2
{
erfi [(kσR)(1 + cos θ/2)] (2.45)
− e4(kσR)2 cos θ/2erfi [(kσR)(1− cos θ/2)] + i
(
e4(kσR)
2 cos θ/2 − 1
)}
.
Pour de grandes tailles (kσR) et autour de la direction avant (θ ∼ 0), nous arrivons
a` l’eq. (2.37). A` travers cette dernie`re nous notons que la contribution de ce terme
a` la diffusion vers l’arrie`re donne´e par
T (π) =
N
4(kσR)2
exp(−2(kσR)2) , (2.46)
se re´duit a` ze´ro pour kσR ≫ 1.
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Figure 2.2. Proﬁl de radiation dans la limite champ lointain pour le premier et le
deuxie`me ordre de diﬀusion (n = 1, 2). Les courbes pleines traduisent les simulations
nume´riques a` partir des deux termes de l’eq. (2.7). La diﬀusion simple repre´sente´e par
|E(1)(θ)|2 montre en plus du fond isotrope, un lobe de diﬀusion cohe´rente vers l’avant
(pic pointant vers la droite, laser incident de la gauche vers la droite). |E(2)(θ)|2
repre´sente l’intensite´ diﬀuse´e de la diﬀusion double seulement. Cette dernie`re donne
lieu a` un fond isotrope, au coˆne de re´trodiﬀusion (CBS) en plus d’un inattendu lobe
vers l’avant. Les courbes the´oriques (avec l’indice thr) sont obtenues a` partir des
eqs. (2.33), (2.36) et (2.37). L’accord entre simulation et the´orie pour l’intensite´
diﬀuse´e par la seconde diﬀusion reste tre`s bon bien qu’il soit moins parfait que
celui constate´ pour la diﬀusion simple. Les simulations ont e´te´ re´alise´es pour un
nuage gaussien sphe´rique contenant N = 400 atomes avec une e´paisseur optique a`
re´sonance b0 = 2N/(kσR)
2 = 1, un rayon r.m.s. σR ≈ 28.3/k, un champ incident
dans la direction θ = 0 (de gauche a` droite) avec un de´saccord δ = 1 et moyenne´
sur 1000 re´alisations. L’amplitude du champ incident est de E0 = 1 et le rayon
d’observation est de 3 · 104/k. E´chelle logarithmique.
Ainsi, en ajoutant la contribution cohe´rente de la diffusion simple donne´e par
l’eq. (2.36) a` celle de la diffusion double donne´e par l’eq. (2.38), l’intensite´ cohe´rente
vers l’avant jusqu’en diffusion double pour kσR ≫ 1 sera donne´e par
F (θ) = S(θ) + κ(δ)T (θ) , (2.47)
= e−2(kσR)
2 sin2(θ/2) − (1 + 2iδ)b(δ)
8
e−4(kσR)
2 sin2(θ/4) , (2.48)
ou` κ(δ) = 1/(2iδ−1) et b(δ) = b0/(1+4δ2) est l’e´paisseur optique de l’e´chantillon.
Le lobe vers l’avant correspondant a` la diffusion simple (voir fig. 2.2) est donne´ par
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le premier terme de l’eq. (2.48). Il refle`te la diffraction du champ incident par le
nuage atomique. Le second terme dans l’eq. (2.48) donne un surprenant lobe vers
l’avant comme contribution de la double diffusion. Le rapport entre le pic d’inten-
site´ de la diffusion double compare´ a` celui de la diffusion simple est toujours donne´
par b20/64(1+4δ
2). Le rapport de leurs puissances est donne´ par b20/32(1+4δ
2) pour
des e´chantillons de grandes tailles kσR ≫ 1. Les deux rapports sont inde´pendants
de la densite´ spatiale du nuage atomique. Nous constatons que l’augmentation de
la taille du syste`me a` b0 et δ constants, va induire une augmentation de l’amplitude
du pic et de sa puissance pour le premier ainsi que le deuxie`me ordre de diffusion iv.
Ne´anmoins, leurs rapports restent constants.
Ce lobe de double diffusion cohe´rente vers l’avant (CFS) dont nous venons
de de´river la formule analytique, peut eˆtre compare´ a` celui obtenu dans les refs.
[74, 75]. Dans ces deux e´tudes le CFS apparait uniquement dans la limite des
nuages atomiques denses, proche du re´gime de la localisation d’Anderson. Toute-
fois, nos re´sultats semblent indiquer que le CFS est aussi pre´sent dans la limite des
nuages a` faibles densite´s atomiques.
Nous avons ainsi proce´de´ a` la de´rivation des formules analytiques des diffe´rentes
contributions dans les diffe´rentes directions a` l’intensite´ diffuse´e au premier et au
second ordre de diffusion. Nous remarquons que malgre´ le fait que notre proce´dure
ne correspond pas parfaitement a` une moyenne de configurations rigoureuse, elle
nous permet de de´river des formules analytiques en tre`s bon accord avec les re´sul-
tats des moyennes de configurations nume´riques comme le montre la fig. 2.2. Nous
pouvons aussi constater l’accord parfait entre la formule analytique de´crivant la
diffusion simple et la simulation nume´rique moyenne´e sur 1000 re´alisations. L’ac-
cord pour le second ordre de diffusion est quantitativement moins bon mais reste
qualitativement tre`s satisfaisant.
2.4 Interfe´rence entre ordres de diffusion faible
En collectant les diffe´rentes contributions cohe´rentes et incohe´rentes donne´es
par les eqs. (2.11) a` (2.14), l’eq. (2.15) regroupe l’apport de la diffusion simple et
double a` l’intensite´ diffuse´e par un nuage de densite´ atomique arbitraire. Pour une
distribution gaussienne d’atomes, l’intensite´ totale diffuse´e jusqu’au second ordre
de diffusion est donne´e par
I(2)sc (θ) = NI1
{
1 +
b(δ)
4
E(θ) +N |F (θ)|2
}
, (2.49)
iv. Cela se traduit par le dernier facteur N dans l’eq. (2.49).
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Figure 2.3. Intensite´ diﬀuse´ en champ lointain I(n) = (ε0c/2)|
∑n
l=1E
(l)|2, en unite´
NI1 jusqu’au 1
er, 2e`me et 3e`me ordre de diﬀusion en fonction de θ (e´chelle logarith-
mique). L’insert est un zoom sur la direction arrie`re (e´chelle line´aire). Simulations
re´alise´s pour une distribution atomique en sphe`re gaussienne de taille σR = 20/k,
contenant N = 200 particules et d’e´paisseur optique a` re´sonance b0 = 1 avec un
de´saccord laser δ = 0.5. L’intensite´ a e´te´ moyenne´e sur 1000 re´alisations.
ou` E(θ) et F (θ) sont donne´s par les eqs. (2.35) et (2.48) respectivement.
Sur la fig. 2.3 nous trac¸ons les re´sultats du calcul nume´rique des intensite´s
diffuse´es jusqu’au premier, second et troisie`me ordres de diffusion calcule´ nume´ri-
quement. Nous constatons une interfe´rence destructive entre l’intensite´ lumineuse
du second ordre de diffusion et celle du premier ordre de diffusion. Cela engendre
une re´duction du fond (background) de l’intensite´ totale I(2) incluant le premier
et deuxie`me ordre de diffusion par rapport a` I(1) qui repre´sente la diffusion simple
seulement. Analytiquement, cet effet d’interfe´rence destructive est inclut dans l’ex-
pression mathe´matique du terme F (θ) donne´ par l’eq. (2.48). Ce dernier est sup-
pose´ eˆtre le terme dominant dans l’expression de I(2)(θ) mis a` part dans la direction
arrie`re. Dans cette direction c’est le terme E(θ) de´crivant le CBS et donne´ par l’eq.
(2.35) qui domine comme le montre l’insert sur la fig. 2.3.
Par ailleurs, il est inte´ressant de noter qu’a` la diffe´rence du profil d’intensite´
obtenu en approche vectorielle dans le chapitre pre´ce´dent, les courbes de l’intensite´
diffuse´e sur la fig. 2.3 affichent un fond plat. La modulation observe´e sur la fig.
1.10 en approche vectorielle e´tant due a` la re´ponse atomique a` un champ lumineux
polarise´, disparait en approximation scalaire.
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2.5 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre un formalisme the´orique pour la des-
cription de la diffusion faible de la lumie`re par des nuages atomiques de petites
e´paisseurs optiques, soumis a` une excitation exte´rieur. Notre approche s’appuie
sur la re´solution ite´rative de la se´rie de diffusion multiple (MSS) pour le premier et
le second ordre de diffusion. Pour un nuage de densite´ atomique gaussienne, nous
avons obtenu une formule analytique de´crivant la re´trodiffusion cohe´rente (CBS).
Bien qu’elle n’inclut que les deux premiers ordres de diffusion, cette formule donne
un re´sultat en tre`s bon accord avec celui obtenu a` travers une expe´rience d’atomes
froids [72]. Par ailleurs, le meˆme formalisme nous a permit de calculer l’intensite´
diffuse´e dans la direction du champ incident. Un surprenant lobe de diffusion co-
he´rente vers l’avant (CFS) apparait au deuxie`me ordre de diffusion. Cela porte
a` croire que l’intensite´ totale dans le lobe de diffusion vers l’avant n’est pas uni-
quement due a` la diffraction triviale du champ incident par le nuage atomique.
D’autre part, nous avons ve´rifie´ que nos formules analytiques sont en bon accord
avec les re´sultats obtenus par une re´solution nume´rique de la se´rie de diffusion
multiple. En effet, la description du proble`me par ordres successifs de diffusion
par le biais de la MSS, permet de mettre en e´vidence la contribution de chaque
ordre de diffusion. Des effets de cohe´rence inte´ressants en de´coulent, que se soit
a` l’image du CFS observe´ en diffusion double ou l’interfe´rence destructive entre
les deux premiers ordres de diffusion. De tels effets cohe´rents ne sont de´cris ni par
la the´orie du transfert radiatif ni par les me´thodes nume´riques calculant tous les
ordres de diffusion a` la fois, comme l’approche microscopique CD.
En fin, ce formalisme peut eˆtre d’une grande utilite´ pour la description des pre-
miers ordres de diffusion dans les nuages d’atomes froids illumine´s par un faisceau
laser. Il peut aussi eˆtre e´tendu d’une part a` d’autre ge´ome´trie telle que les couches
atomiques (slab) et d’autre part aux ordres de diffusion supe´rieurs.
Chapitre 3
Effets coope´ratifs en diffusion
multiple
Nous pre´sentons dans ce chapitre une expe´rience d’atomes froids re´alise´e a` Nice
peu avant le de´but de ma the`se au sein du groupe. Cette expe´rience consiste en la
mesure du de´placement du centre de masse d’un nuage atomique duˆ a` la force de
pression de radiation (radiation pressure force (RPF)) applique´e sur ce dernier par
un champ laser exte´rieur. L’e´chantillon consiste en un nuage d’atomes 87Rb dans
un pie`ge magne´tooptique (magneto-optical trap (MOT)), illumine´ par un faisceau
laser a` re´sonance. Cette expe´rience vient apre`s une se´rie d’expe´riences se basant
sur le meˆme principe et re´alise´es avec des lasers sondes hors re´sonance atomique
[76, 58, 77]. La re´duction de la force de pression de radiation observe´e dans ces ex-
pe´riences a e´te´ interpre´te´e comme une signature des effets coope´ratifs i. L’objectif
de l’expe´rience que nous pre´sentons est d’illustrer si oui ou non les effets coope´ratifs
observe´s auparavant en re´gime de diffusion faible (b ≪ 1 et b < 1), persistent en
re´gime de diffusion multiple de la lumie`re pour un nuage atomique dilue´ (ρλ¯3 ≪ 1).
Dans le chapitre pre´ce´dent nous avons traite´ la diffusion cohe´rente de la lu-
mie`re dans la limite de faible diffusion (diffusion simple et double). L’approche
de la MSS nous a permis une e´tude nume´rique et analytique du syste`me. Ainsi,
pour des b0 mode´re´s, nous avons travaille´ hors re´sonance atomique pour garder
une e´paisseur optique faible (b 6 1). Pour des milieux optiquement plus denses
nous nous attendons a` des effets coope´ratifs plus importants d’une part (pour des
b0 plus grands) et a` une diffusion multiple plus forte d’autre part (pour des b(δ)
plus grands). Afin de se placer dans un re´gime de diffusion multiple, nous conside´-
rerons un champ lumineux incident en re´sonance avec la transition atomique des
i. Il a e´te´ observe´ dans ces expe´riences que la RPF de´croit pour un nombre d’atome croissant.
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diffuseurs. Cela augmente significativement la valeur de b pour un b0 donne´
ii et
nous permet de passer du re´gime de diffusion simple au re´gime diffusif iii. Malgre´
l’apparente simplicite´ de la situation, aucun re´sultat analytique n’existe pour la
description de la diffusion multiple de la lumie`re par un syste`me de´sordonne´ de
N dipoˆles couple´s. La complexite´ du proble`me many-body ne´cessite un traitement
nume´rique ou expe´rimental [78]. Ainsi, la partie the´orique de ce chapitre consistera
en l’e´tude de la diffusion multiple de la lumie`re par un nuage atomique a` travers
deux mode`les nume´riques : le mode`le des dipoˆles couple´s (coupled dipoles (CD))
et un mode`le de marche au hasard du photon (random walk (RW)) a` l’inte´rieur
d’une collection de diffuseurs de´sordonne´s, de´crite par la the´orie du transfert radia-
tif (radiation transfert equation (RTE)). Cette dernie`re ne conside`re que l’aspect
corpusculaire de la lumie`re et ne tient pas compte des effets d’interfe´rences dans
le processus de diffusion multiple. L’aspect cohe´rent est alors comple`tement perdu
dans ce mode`le. Dans ce sens, nous utiliserons souvent les adjectifs cohe´rent et
incohe´rent pour de´signer les mode`les CD et RW respectivement. Cela revient a
la prise en conside´ration ou non des effets de cohe´rence durant le processus de
diffusion dans chacun des deux mode`les. La comparaison entre ces deux mode`les
permettra la mise en avant des effets de cohe´rences qui persisteraient en re´gime de
diffusion multiple.
Notons que nous avons eu recours aux deux mode`les nume´riques afin d’ex-
pliquer les re´sultats observe´s sur l’expe´rience. Ne´anmoins, pour faciliter la com-
pre´hension de ces re´sultats nous allons d’abord introduire la partie the´orique de
l’e´tude. Nous introduirons dans la sec. 3.1 le mode`le RW. Puis nous allons compa-
rer dans un premier temps le diagramme d’e´mission donne´e par le mode`le CD a`
re´sonance a` celui obtenu par la simulation Monte Carlo du mode`le incohe´rent RW.
Une fois que nous aurons pre´sente´ l’expe´rience, nous comparerons la RPF mesure´e
dans cette dernie`re a` celle calcule´e a` partir des deux mode`les nume´riques CD et
RW.
3.1 Mode`le de marche au hasard du photon (RW)
L’e´tude de la propagation de l’onde lumineuse en milieu diffusant pour un grand
nombre de diffuseurs est complexe en raison de la difficulte´ a` re´soudre l’e´quation
de Helmholtz correspondante. La diffusion multiple de la lumie`re par les milieux
ii. Nous rappelons que b = b0/(1 + 4δ
2).
iii. Nous conside´rons les re´gimes au dela` de la diﬀusion simple et double comme des re´gimes de
diﬀusion multiple. Ce re´gime est aussi dit re´gime diﬀusif. Nous e´viterons par contre l’appellation
“ re´gime de forte diﬀusion ” souvent utilise´e pour de´signer les re´gimes proches de la localisation
d’Anderson.
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de´sordonne´s a e´te´ alors longtemps e´tudie´e en utilisant plusieurs approches pour
la simplification du proble`me [79]. Dans ce sens, la the´orie de transfert radiatif
constitue le passage de l’e´quation de Helmholtz ou` la lumie`re est de´crite comme
une onde, a` l’e´quation de diffusion ou` la nature ondulatoire de la lumie`re est per-
due [80]. Depuis les travaux pionniers de Schuster en 1905 [81] et puis ceux de
Chandrasekhar [82] pre`s de 50 ans plus tard, la the´orie du transfert radiatif a
e´te´ utilise´e pendant longtemps en astrophysique ou` le comportement diffusif est
conside´re´ comme une bonne description de la propagation de la lumie`re. Elle est
largement employe´e pour la description du transport de la lumie`re dans les milieux
ordonne´s ou de´sordonne´s, par un traitement classique dans lequel la nature ondula-
toire de la particule incidente est ne´glige´e. En fait, bien qu’une e´tude rigoureuse de
la propagation de la lumie`re dans un milieu de plusieurs diffuseurs requiert la prise
en conside´ration des effets d’interfe´rences [34], ces effets de cohe´rence sont ne´glige´s
dans plusieurs e´tudes. Par conse´quent, l’e´quation de transfert radiatif constitue un
mode`le approximatif tre`s souvent utilise´ pour la description du re´gime de diffusion
multiple dans les milieux optiquement denses. Dans de tels syste`mes le photon
subit un nombre important d’e´ve`nements de diffusion “ inde´pendants ” par des
diffuseurs de positions ale´atoires. Ainsi, l’interfe´rence entre les diffe´rents processus
de diffusion est suppose´e eˆtre brouille´e par le de´sordre. Les proprie´te´s du transport
peuvent alors eˆtre conside´re´es comme inde´pendantes de la nature ondulatoire de la
lumie`re ainsi que de la nature des diffuseurs. Dans le cadre de ses approximations,
ce mode`le incohe´rent de marche au hasard du photon a` l’inte´rieur de l’e´chantillon
de´sordonne´ offre une bonne description de la diffusion multiple, en particulier en
conside´rant la moyenne du signal sur plusieurs configurations.
Simulation Monte Carlo
Pour cette marche au hasard incohe´rente nous re´alisons une simulation Monte
Carlo (MC) dans laquelle les photons subissent une diffusion isotrope apre`s un libre
parcours moyen lsc. Partant du fait que l’objectif est de simuler le comportement de
notre nuage d’atomes froids dans l’expe´rience, nous conside´rons une distribution
spatiale de la forme
ρ(r) = ρ0e
−r2/(2σ2
R
) , (3.1)
de´crivant une sphe`re gaussienne de taille σR et de densite´ ρ0 au centre du nuage.
Ainsi, nous conside´rons dans la simulation MC une distribution du libre parcours
moyen de la forme
lsc(r) = 1/[ρ(r)σ0] , (3.2)
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ou` σ0 repre´sente la section efficace atomique. L’e´paisseur optique le long d’une
ligne d’observation a` travers le centre du nuage est de´finie par
b =
∫ +∞
−∞
ρ(0, 0, z)σ0dz , (3.3)
=
√
2πρ0σ0σR , (3.4)
=
√
2πσR/lsc(r = 0) . (3.5)
L’inte´gration de l’extinction sur les degre´s de liberte´ transverses du nuage iv permet
d’obtenir l’extinction totale d’un flux incident de photons. Cela correspond a` une
section efficace de diffusion totale du nuage atomique pour ce mode`le de marche
au hasard donne´e par la formule
σRW = 2πσ
2
R Ein(b) , (3.6)
ou` Ein(b) repre´sente la fonction entie`re de la forme
Ein(b) =
∫ b
0
(1− e−t)dt/t ∼
b→0
b . (3.7)
Du point de vu nume´rique, pour obtenir le diagramme d’e´mission IRW(θ) moyenne´
sur l’angle azimutale pour cette ge´ome´trie spe´cifique, nous simulons les trajectoires
de 105 photons envoye´s sur un e´chantillon d’e´paisseur optique au centre b = 8. Il
a e´te´ constate´ qu’a` partir d’une distance 4.36σR du centre du nuage, l’e´paisseur
optique mesure´e est nulle. Au-dela` de ce rayon, les photons incidents ne subissent
donc pas de diffusion. Ils n’auront alors aucun impact significatif dans le re´sultat.
Ainsi, les photons sont envoye´s suivant l’axe eˆz de sorte a` former un disque uni-
forme de rayon 4.36σR. La simulation montre qu’environ 28.2% de l’onde “ plane
” incidente est diffuse´e. Cela correspond a` une section efficace de diffusion pour le
nuage gaussien de
σnumRW ≈ 16.8σ2R . (3.8)
Cette valeur nume´rique est tre`s proche de la valeur analytique obtenue a` partir de
l’eq. (3.6) :
σanRW(b = 8) = 2πσ
2
R Ein(8) , (3.9)
≈ 16.7σ2R . (3.10)
En enregistrant la direction d’e´mission de chaque photon diffuse´ nous obtenons
l’histogramme d’e´mission angulaire IRW(θ) trace´ sur la fig. 3.1.
iv. A` travers l’inte´grale
∫
dxdy e−b(x,y).
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Figure 3.1. Intensite´ diﬀuse´e par un nuage atomique gaussien (ICD) donne´e par
le mode`le CD (courbe noire), compare´e a` l’histogramme des photons diﬀuse´s (IRW)
obtenu par la simulation Monte Carlo du mode`le RW (carre´s rouges). ICD obtenue a`
travers une simulation a` re´sonance pour un nuage de taille σR = 20/k0 et d’e´paisseur
optique b = 8, est normalise´e par l’intensite´ NI1 diﬀuse´e par un nuage dilue´ de N
atomes inde´pendants. IRW est normalise´e a` partir de l’eq. (3.12). E´chelle logarith-
mique. Notons que les fonds des deux courbes se superposent sans aucun parame`tre
ajustable. Les simulations nume´riques pour le mode`le CD sont moyenne´es sur 20
conﬁgurations diﬀe´rentes.
3.2 Diagramme de rayonnement en diffusion mul-
tiple
Dans les deux chapitres pre´ce´dents nous nous somme largement inte´resse´s a`
l’amplitude complexe du champ diffuse´ par le nuage atomique Esc. Cette obser-
vable constitue une bonne signature des effets de cohe´rence inclus dans les mode`les
CD et MSS, a` travers l’interaction dipoˆle-dipoˆle dans le premier et l’interfe´rence
entre les e´ve`nements successifs de diffusion dans le second. En effet, l’aspect co-
he´rent de ces mode`les se concre´tise sur le diagramme de l’intensite´ diffuse´e par le
nuage Isc ∝ |Esc|2 a` travers, entre autres, le speckle et le coˆne de re´trodiffusion
cohe´rente. Vu qu’elle ne´glige l’aspect ondulatoire du proble`me, la RTE s’inte´resse
directement a` l’intensite´ du signal a` travers l’histogramme des photons diffuse´s ob-
tenu par les simulations MC du mode`le RW. Dans l’objectif de mettre en avant le
roˆle des effets d’interfe´rences en re´gime diffusif, nous allons comparer le diagramme
de l’intensite´ diffuse´e donne´ par le mode`le CD scalaire a` re´sonance a` l’histogramme
des photons diffuse´s obtenu par l’approche de marche au hasard incohe´rente RW
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que nous venons de pre´senter.
En re´gime stationnaire, l’intensite´ diffuse´e dans la direction kˆ a` une distance
r en champ lointain donne´e par le mode`le CD a` travers l’eq. (1.27), peut s’e´crire
sous la forme
4πr2Isc(kˆ) = ~ωk0Γ
N∑
j,m=1
βjβ
∗
me
−ik0kˆ(rj−rm) , (3.11)
ou` cos(θ) = kˆ · eˆz.
Dans la fig. 3.1 nous comparons le diagramme de rayonnement obtenu a` partir
du mode`le CD cohe´rent traduisant ICD(θ) a` l’histogramme des photons diffuse´s
IRW(θ) obtenu a` partir du mode`le incohe´rent de marche au hasard RW. Nous
normalisons le diagramme d’e´mission CD par rapport a` l’intensite´ e´mise par un
nuage tre`s dilue´ de N atomes inde´pendants. Le diagramme d’e´mission du mode`le
RW est normalise´ de telle sorte que
PCD
PRW
=
σCD
σRW
, (3.12)
ou` PCD et PRW repre´sentent la puissance diffuse´e pour les mode`les CD et RW
respectivement pour la meˆme intensite´ incidente. Il est important de souligner
que la puissance totale e´mise est une grandeur aussi importante que la forme du
diagramme d’e´mission. Elle peut de´pendre de la forme mais aussi de l’opacite´ de
l’e´chantillon. D’autre part, σCD et σRW repre´sentent les sections efficaces de dif-
fusion de l’e´chantillon en mode`le CD et RW respectivement. PCD est donne´e par
l’eq. (1.28) du chapitre 1 et la de´rivation de σCD a e´te´ discute´e dans la sec. 1.1.1
du meˆme chapitre. Pour les parame`tres de la fig. 3.1 (b = 8, σR = 20/k0, δ = 0)
nous obtenons σCD = 24.5σ
2
R. La section efficace totale du mode`le de diffusion
incohe´rente σRW peut eˆtre calcule´e analytiquement a` travers l’eq. (3.6) et obtenue
nume´riquement par les simulations MC. Pour une e´paisseur optique b = 8 la for-
mule analytique et la simulation nume´rique donnent respectivement σanRW = 16.7σ
2
R
et σnumRW = 16.8σ
2
R. La diffe´rence entre les deux sections efficaces de diffusion to-
tales σCD et σRW peut s’expliquer par le lobe vers l’avant dans le mode`le cohe´rent
CD (voir fig. 3.1), et peut aussi eˆtre vue comme e´tant a` l’origine du paradoxe
d’extinction [53]. Ce dernier stipule qu’un objet opaque de grande taille enle`ve
d’un faisceau lumineux incident deux fois la quantite´ de lumie`re qu’il intercepte
ge´ome´triquement. En effet, la lumie`re intercepte´e par la surface de l’objet (par ab-
sorption ou diffusion) sera e´quivalente a` sa section efficace ge´ome´trique σg. De plus,
la lumie`re diffracte´e par les bords sera aussi e´quivalente a` σg. La section efficace
d’extinction sera alors deux fois plus grande que la section efficace ge´ome´trique de
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l’objet. Cet effet n’est pas pris en compte par le mode`le incohe´rent RW v.
Sur la fig. 3.1 nous pouvons constater que le fond (backgrounds) de la courbe
ICD(θ) montre un profil sinuso¨ıdale qui co¨ıncide exactement avec l’intensite´ IRW(θ)
obtenue a` travers la simulation MC. Cette modulation n’est donc pas l’implication
d’un effet de cohe´rence. De plus, l’approche scalaire que nous utilisons fait qu’elle
ne peut pas eˆtre non plus de la meˆme nature que la modulation observe´e dans la
fig. 1.10 du chapitre 1. Nous rappelons que les courbes trace´es sur la fig. 1.10 dans
le chapitre 1, repre´sentent l’intensite´ diffuse´e calcule´e a` travers une description
vectorielle de la lumie`re, dans un re´gime de diffusion faible. La de´pendance en
1 + cos2 θ de la section efficace diffe´rentielle de diffusion atomique, fait que le
diagramme de rayonnement du nuage dans la fig. 1.10 affiche un fond module´
avec un minimum a` θ = π/2 et un maximum a` θ = 0 et θ = π. En revanche la
modulation sur la courbe IRW et le fond de ICD sur la fig. 3.1 atteint un minimum a`
θ = 0 et un maximum a` θ = π. L’aspect diffusif e´tant le principal point commun des
deux mode`les, cette modulation reviendrait plutoˆt a` un effet de diffusion multiple
qu’a un effet d’atome unique. Bien que nous n’arrivons pas encore a` de´terminer
l’origine physique de cette modulation, nous avons pu de´duire de manie`re empirique
que l’histogramme des photons diffuse´s s’e´crit sous la forme suivante
IRW(θ) ∝ 1− b
18
cos θ . (3.13)
Une autre remarque a` prendre en conside´ration est que la modulation de´crite par
la forme si dessus, fait que la diffusion en mode`le RW aussi bien qu’en mode`le CD
n’est pas isotrope. Le diagramme de rayonnement est le´ge`rement de´cale´ vers l’ar-
rie`re. La de´pendance de IRW (θ) donne´e par l’eq. (3.13) de l’e´paisseur optique b, va
dans le sens de l’hypothe`se qu’une diffusion plus forte provoquera une modulation
plus marque´e et des diagrammes de rayonnement plus de´cale´s vers l’arrie`re.
Par ailleurs, le coˆne de re´trodiffusion cohe´rente et le lobe de diffusion cohe´-
rente vers l’avant (de largeur angulaire 1/kσR) observe´s sur la fig. 3.1 a` travers
l’approche CD marquent la diffe´rence avec le mode`le RW. Ils constituent des signa-
tures fortes de la persistance de certains effets de cohe´rences en diffusion multiple.
Cependant, la meˆme fig. 3.1 montre clairement que le mode`le incohe´rent RW se
rapproche conside´rablement du mode`le cohe´rent CD dans ce re´gime diffusif comme
nous venons de l’e´voquer. En effet, mis a` part a` θ = π et θ = 0, les deux mode`les
donnent une intensite´ similaire. Ainsi, les fonds (backgrounds) des deux courbes se
superposent sans aucun parame`tre ajustable. Ce bon accord quantitatif entre le
v. σCD correspond a` la section eﬃcace d’extinction alors que σRW est e´quivalente a` la section
eﬃcace ge´ome´trique. La spe´ciﬁcite´ de la ge´ome´trie gaussienne fait que σCD n’est pas tout a` fait
e´gale a` 2σRW.
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RW incohe´rent et le CD cohe´rent porte a` croire que l’influence des interfe´rences
s’est effectivement annihile´e sous l’effet de la diffusion multiple et des moyennes
sur les configurations des positions des diffuseurs. On pourrait donc s’attendre a`
ne plus observer, a` re´sonance, de re´duction de la RPF, conside´re´e jusque la` comme
signature des effets coope´ratifs.
3.3 Force de pression de radiation en diffusion
multiple
Nous avons pu constater a` travers la section pre´ce´dente que la plus importante
diffe´rence quantitative entre la diffusion multiple cohe´rente et incohe´rente dans le
diagramme d’intensite´ diffuse´e, reste le lobe prononce´ vers l’avant. Ce dernier est
le plus susceptible de contenir une e´ventuelle signature d’effets coope´ratifs au-dela`
de la diffraction triviale de l’onde incidente. Cependant, du point de vu expe´ri-
mental la de´tection de la lumie`re diffuse´e dans une direction proche de celle de la
lumie`re incidente (faisceau laser incident) reste une mesure tre`s difficile a` re´aliser.
En effet, la majorite´ des protocoles de de´tection seront comple`tement sature´s par
l’important champ lumineux incident du laser sonde.
Une approche alternative consiste en la mesure de la force de pression de radia-
tion (RPF). Cette force est induite par le champ de radiation incident sur le nuage
atomique et celui diffuse´ par ce dernier. En effet, comme nous l’avons e´voque´ dans
le premier chapitre, dans une collection d’atomes inde´pendants chaque atome e´met
un champ d’intensite´ I1 de fac¸on isotrope. Ainsi, la composante due a` l’e´mission
dans la force agissant sur chaque atome se moyenne a` ze´ro. Chaque atome (et
par conse´quent le centre de masse du nuage) subit une force qui le de´place dans
la direction du champ pousseur due a` l’absorption de photons du laser incident
qui seront e´mis dans des directions ale´atoires. Cette force sera re´duite dans le cas
d’une e´mission anisotrope due a` des effets coope´ratifs entre les dipoˆles induits par
le champ exte´rieur [23]. En effet, la conservation de la quantite´ de mouvement
nous permet d’e´tablir un lien direct entre le diagramme d’e´mission de l’e´chantillon
en champ lointain et le transfert de la quantite´ de mouvement au centre de masse
du nuage atomique via la RPF. Nous de´finissons la force de pression de radiation
intrinse`que (intrinsic radiation pressure force (IRPF)) comme la force moyenne
agissant sur chaque atome dans le nuage (voir sec. 3.3). La composante de cette
IRPF le long de l’axe eˆz note´e Fz est donne´e par la relation unique
Fz
F1
=
σtot
Nσsc
〈1− cos(θ)〉, (3.14)
59
pour les deux mode`les CD et RW. θ correspond a` l’angle entre la direction du
photon e´mis et l’axe du laser incident (cos θ = kˆ · eˆz) et σsc = 4π/k2(1 + 4δ2)
est la section efficace atomique. La IRPF est normalise´e par la force applique´e
sur UN atome dans un nuage tre`s dilue´ de N atomes inde´pendants donne´e par
F1 = σscI0/c. La section efficace totale de l’e´chantillon σtot de´pend du mode`le en
conside´ration et correspond a` σCD et σRW. L’annexe C donne les de´tails du calcul
pour arriver a` la formule de la IRPF a` partir du de´placement du centre de masse
du nuage sur l’expe´rience, ainsi que pour les deux mode`les the´oriques.
3.3.1 Protocole et re´sultats expe´rimentaux
La force de pression de radiation a e´te´ utilise´e comme senseur des effets coope´ra-
tifs dans les nuages atomiques [76, 58, 77]. Dans la ref. [58] plus particulie`rement vi,
cette analyse a e´te´ e´tablie dans un re´gime de diffusion faible a` travers des mesures,
a` la base du meˆme protocole que nous allons pre´senter dans cette section, avec un
champ incident hors re´sonance atomique (b0 > 1, b < 1). Dans cette re´fe´rence, la
re´duction de la force de pression de radiation par rapport a` la force applique´e sur
une collection d’atomes inde´pendants pour un nombre d’atomes croissant, a e´te´
interpre´te´e comme une signature des effets coope´ratifs. Il e´tait alors inte´ressant
d’e´largir cette analyse aux re´gimes de diffusion multiple en utilisant un champ
incident re´sonant (b = b0 > 1).
Pie`ge Magne´to Optique — Nous chargeons un pie`ge magne´to-optique
(MOT) de 3× 107 atomes de 87Rb en 50 ms en utilisant le protocole de´crit dans la
ref. [58]. Nous appliquons par la suite durant 50 ms une pe´riode dark MOT tem-
porel pendant laquelle l’intensite´ du laser repompeur est re´duite par un facteur 10
et le laser de refroidissement est de´saccorde´ a` 10Γ de la transition F = 2→ F ′ = 3
de la ligne D2. Cela nous permet de comprimer le nuage et produire une distri-
bution gaussienne des atomes. Pour controˆler l’e´paisseur optique a` la fin de la
pe´riode dark MOT, le de´saccord du repompeur est varie´ entre −7Γ et −2.5Γ. Nous
pouvons ainsi controˆler le nombre d’atomes dans l’e´tat F = 2 sans modifier la
taille de l’e´chantillon (σR = 270 µm, kσR ≈ 2 × 103), sa forme et sa tempe´rature
(∼ 20 µK). Nous e´teignons tous les lasers et les gradients de champ magne´tique,
laissant les atomes en chute libre. Puis nous appliquons sur le nuage un faisceau “
pousseur ” horizontal de polarisation circulaire de´saccorde´ proche de la transition
F = 2 → F ′ = 3 pendant 50 µs. Le faisceau pousseur a un waist w0 = 12 mm et
son intensite´ est soigneusement calibre´e pour garder un parame`tre de saturation
constant a` s = 8 × 10−2. Cela nous permet en effet de garder la physique a` UN
atome inchange´e (voir l’annexe C) et par conse´quent mettre en e´vidence le com-
vi. L’expe´rience pre´sente´e dans cette ref. a e´te´ re´alise´e au sein de notre groupe a` Nice.
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portement coope´ratif du syste`me. Chaque atome dans F = 2 diffuse en moyenne
80 photons. Un aussi faible nombre de diffusion nous e´vite tout effet de de´pompage
dans l’e´tat F = 1 durant le processus de pousse´e.
E´paisseur optique effective — La valeur expe´rimentale de l’e´paisseur op-
tique a` re´sonance b0 est obtenue par imagerie d’absorption standard en utilisant
un faisceau laser polarise´ line´airement. Nous soulignons le fait qu’une telle me-
sure de transmission est ide´alement de´crite par des atomes en me´lange statistique
sur les diffe´rents sous-niveaux Zeeman de l’e´tat fondamental. Ne´anmoins, avec
un coefficient de Clebsh-Gordan dont la valeur moyenne au carre´ est donne´e par
(2F ′+1)/3(2F+1), l’e´paisseur optique re´sonante effective pour un nuage atomique
gaussien distribue´ sur un me´lange statistique des sous-niveaux Zeeman est alors
donne´e par vii
b0 =
(2F ′ + 1)
3(2F + 1)
3N
(kσR)2
, (3.15)
en contraste avec la situation ou` les atomes sont pompe´s avec un faisceau laser
polarise´ circulaire dans l’e´tat e´tire´ |F = 2,mF = +2〉. Pour notre transition F =
2→ F ′ = 3 nous obtenons (2F ′ + 1)/3(2F + 1) = 7/15.
Mesure de la Force — Apre`s un temps de vol de 12 ms, nous prenons une
image du nuage par imagerie d’absorption non-re´sonante (δ ≈ −2). L’imagerie
d’absorption indique la position du centre de masse du nuage apre`s le temps de
vol. La force de pression de radiation totale applique´e sur le nuage est ainsi de´duite
a` partir du de´placement subi par le centre de masse de ce dernier. Chaque point
expe´rimental sur la fig. 3.2 repre´sente une moyenne sur 10 re´alisations. Nous nor-
malisons la force de pression de radiation intrinse`que (IRPF) mesure´e, par la force
F1 applique´e a` un atome dans un nuage de diffuseurs inde´pendants. La IRPF est
calcule´e sans aucun parame`tre ajustable a` partir de l’intensite´ mesure´e du faisceau
pousseur. Dans la fig. 3.2 nous montrons le re´sultat de la mesure expe´rimentale
de la IRPF (cercles rouges) en fonction du de´saccord du laser incident δ. Nous
remarquons une importante re´duction de la force de pression de radiation intrin-
se`que autour de δ = 0. Ce re´sultat est en quelque sorte surprenant, vu qu’il a e´te´
auparavant conside´re´ comme synonyme de la pre´sence d’effets coope´ratifs entre les
atomes. Nous ne nous attendions alors pas a` une telle re´duction dans la mesure ou`
nous croyions que ces effets coope´ratifs seraient annihile´s par la diffusion multiple !
vii. Dans ce cas la section eﬃcace a` re´sonance est donne´e par σ0 =
(2F ′+1)
3(2F+1)
3λ2
2pi .
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Figure 3.2. Force de pression de radiation intrinse`que normalise´e en fonction du
de´sacord du laser δ = ∆0/Γ. Le re´sultat expe´rimental pour b0 = 2.19 (points bleus)
est compare´ au mode`le cohe´rent CD (b0 = 2.19, courbe bleue) et au mode`le inco-
he´rent RW (carre´s rouges) avec l’epaisseur optique correspondante b(δ). Parame`tre
de saturation s(δ) constant. Les simulations nume´riques pour le mode`le CD sont
moyenne´es sur 20 conﬁgurations diﬀe´rentes.
3.3.2 Expe´rience vs CD vs RW
Nous allons maintenant comparer les donne´es expe´rimentales aux deux mo-
de`les the´oriques, cohe´rent et incohe´rent. Les re´sultats nume´riques de la solution
CD (courbe bleue) montrent une forte re´duction de la IRPF autour de δ = 0. A`
premie`re vue, nous observons une re´duction de la IRPF similaire a` celle observe´es
dans les expe´riences pre´ce´dentes hors re´sonance. Ne´anmoins, les simulations MC
du mode`le RW (carre´s rouges) donnent un re´sultat en assez bon accord avec le
mode`le cohe´rent CD et ainsi en bon accord avec les donne´es expe´rimentales. Un
aussi bon accord des re´sultats d’un mode`le RW incohe´rent d’une part avec ceux
d’un mode`le nume´rique cohe´rent et des re´sultats expe´rimentaux d’autre part, fait
qu’il est difficile d’adopter une interpre´tation similaire a celle de la ref. [58]. En
effet, il n’est pas judicieux d’attribuer la re´duction de la IRPF en re´gime de diffu-
sion multiple aux effets coope´ratifs seulement. Ces derniers ne peuvent pas eˆtre a`
l’origine d’un effet de´crit par la the´orie du transfert radiatif. D’autant plus qu’une
e´tude analytique plus rigoureuse du proble`me nous a permis de de´river la formule
de la IRPF donne´e par l’eq. (3.14). Cette expression unique pour les deux mode`les
nous donne la possibilite´ de formuler une interpre´tation plus simple et moins sur-
prenante des re´sultats. Elle consiste a` associer le terme
σtot
Nσsc
de l’eq. (3.14) a` un
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effet “ d’ombre ” duˆ a` la diffusion multiple. Ainsi, ce premier terme de la IRPF est
obtenu par la simple prise en compte de l’atte´nuation du faisceau laser incident.
Toutefois, cet effet d’ombre est diffe´rent entre les deux mode`les car la se´ction effi-
cace σtot n’est pas identique (σ
CD
sc = 24.5σ
2
R et σ
RW
sc = 16.8σ
2
R). La force de recul
due au photon rediffuse´ est repre´sente´e par le second terme − σtot
Nσsc
〈cos(θ)〉. Ce
dernier est directement relie´ au diagramme d’e´mission des photons. De ce point de
vu, le bon accord observe´ entre les diagrammes d’e´mission des deux mode`les CD
et RW dans la section pre´ce´dente, se traduit a` travers l’eq. (3.14) par un aussi bon
accord sur les courbes de la IRPF. Cette “ similitude ” re´ve´le´e par la fig. 3.2 peut
s’expliquer par le fait qu’en dehors des deux angles θ = 0 et θ = π, les diagrammes
d’e´missions trace´s dans la fig. 3.1 ne pre´sentent aucune diffe´rence significative.
Dans la direction arrie`re, le CBS peut engendrer une “ petite ” augmentation de
la IRPF dans le mode`le cohe´rent par rapport au mode`le incohe´rent a` cause de la
lumie`re re´tro-diffuse´e. Cependant, le facteur d’accentuation du CBS est infe´rieur
a` 2 et sa largeur angulaire en 1/klsc est petite dans le cas des nuages dilue´s. Cela
fait que cette diffe´rence sur le diagramme d’e´mission est peu influente sur la force
applique´e au nuage. En outre, l’intensite´ e´mise de manie`re plus marque´e dans le
lobe vers l’avant en mode`le CD, n’engendre pas de changement significatif sur la
IRPF.
D’autre part, nous avons constate´ que l’accord des re´sultats expe´rimentaux avec
les courbes des deux mode`les CD et RW dans la fig. 3.2 est nettement meilleur
quand nous conside´rons une e´paisseur optique e´value´e pour un me´lange statis-
tique des sous-niveaux Zeeman. La prise en conside´ration de cette correction est
suppose´e eˆtre une bonne approximation en re´gime de diffusion multiple quand la
polarisation locale peut eˆtre conside´re´e comme e´quivalent a` un champ de polari-
sation ale´atoire. Ne´anmoins, nous remarquons toujours une petite de´viation des
re´sultats expe´rimentaux compare´s aux mode`les CD et RW autour de la re´sonance
(δ ≈ 0) sur les figs. 3.2 et 3.3. Cette diffe´rence pourrait correspondre a` un cou-
plage lumie`re-atomes plus faible que ce qui est obtenu avec un me´lange statistique
d’atomes dans les sous-niveaux Zeeman, ce qui serait plutoˆt surprenant.
Dans la fig. 3.3 nous avons trace´ la IRPF a` partir des donne´es expe´rimentales
et les re´sultats des simulations CD en fonction de l’e´paisseur optique b(δ) pour
diffe´rentes valeurs de b0. La force dans le mode`le RW e´tant par de´finition une
fonction de b, elle est repre´sente´e par une seule courbe (carre´s rouges). Une analyse
approfondie des donne´es expe´rimentales et celles obtenues a` travers le mode`le
cohe´rent CD, montre une petite de´viation par rapport au mode`le RW pour de
petites e´paisseurs optiques b, visible sur l’insert dans la fig. 3.3. Cette de´viation
consiste en une asyme´trie rouge / bleu par rapport au signe du de´saccord δ que
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Figure 3.3. Force de pression de radiation intrinse`que normalise´e en fonction de
l’e´paisseur optique. Les donne´es expe´rimentales pour b0 = 2.9 (points bleus) sont
compare´es aux re´sultats des simulations CD pour b0 = 2.9 (ligne noire), b0 = 10
(ligne magenta) et b0 = 20 (ligne verte) ainsi qu’a` celles du mode`le RW (carre´s
rouges). Ce dernier n’a pas de de´pendance en b0 mais uniquement en b. Toutes les
courbes CD correspondant a` des b0 diﬀe´rents se superposent re´ve´lant b(δ) comme
parame`tre universel. Les simulations nume´riques pour le mode`le CD sont moyenne´es
sur 20 conﬁgurations diﬀe´rentes. A` remarquer le de´crochement de la courbe RW des
courbes CD pour b > 8. L’insert met en e´vidence une asyme´trie rouge/bleu (par
rapport au signe du de´saccord δ) qui apparait sur les donne´es expe´rimentales ainsi
que sur les courbes CD pour de grands de´saccords.
nous pouvons apercevoir sur la fig. 3.2. A` ce stade nous n’avons pas d’explication
pour cette asyme´trie que le mode`le RW n’inclut pas. Dans ce sens, un autre effet
que le RW ne prend pas en conside´ration consiste en les re´sonances de Mie pre´vues
dans le mode`le CD pour de grands b0 [65].
3.4 Effet d’ombre en diffusion multiple
Sur la fig. 3.4 nous illustrons l’effet d’ombre dominant le re´gime diffusif a` tra-
vers diffe´rentes donne´es obtenues par des simulations CD. Dans ces simulations
nous utilisons le meˆme e´chantillon sous forme de sphe`re gaussienne avec lequel
nous avons calcule´ le diagramme d’e´mission. Ainsi, toutes les simulations sur cette
figure sont re´alise´es a` re´sonance δ = 0, pour un rayon r.m.s. σR = 20/k, une e´pais-
seur optique b = 8 et sont moyenne´es sur 20 configurations.
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Figure 3.4. a) E´paisseur optique locale b(z) vue par le champ laser qui se propage
suivant eˆz. La ligne blanche correspond a` b(z) = 1 et repre´sente la limite de la
diﬀusion multiple. b) Amplitude d’excitation des dipoˆles atomiques compare´e a` la
limite d’un atome inde´pendant |β|2 / |β1|2. c) IRPF locale ressenti par chaque atome,
compare´e au cas d’atome inde´pendant Fz(z)/F1. d) Phase des dipoˆles atomiques
induits. φ˜ = 0 correspond au retard de phase des dipoˆles par rapport a` la phase
du champ exte´rieur corrige´e de sa propagation le long de eˆz. Toutes les donne´es
sont prises a` re´sonance pour une sphe`re gaussienne avec b0 = 8, inte´gre´ sur l’angle
azimutal et moyenne´es sur 20 conﬁgurations.
La fig. 3.4(a) repre´sente l’atte´nuation du champ laser incident le long de l’axe
eˆz correspondant a` une e´paisseur optique locale donne´e par la formule
b(z) =
∫ z
−∞
ρ(x, y, z′)σscdz
′ . (3.16)
La ligne blanche correspond a` une e´paisseur optique de b(z) = 1. Cette ligne de´li-
mite en quelque sorte une zone du nuage dans laquelle l’opacite´ de ce dernier impose
un re´gime diffusif. La plupart des photons incidents n’atteignent donc pas la fin du
nuage a` cause de la diffusion multiple. Nous trac¸ons dans la fig. 3.4(b) l’excitation
des dipoˆles relative a` celle d’un atome dans un nuages de diffuseurs inde´pendant
|β|2 / |β1|2. Chaque point sur la figure correspond a` un dipoˆle de position rj dif-
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fusant une intensite´ |βj|2. Pour une opacite´ b > 1 au-dela` de la ligne blanche, les
atomes dans la zone d’ombre (partie obscure) sont significativement moins excite´s
que ceux dans les premie`res couches de l’e´chantillon (par rapport au sens du laser
incident, de gauche a` droite suivant eˆz). La fig. 3.4(c) repre´sente la IRPF locale.
Bien que les atomes a` l’entre´e du nuage soient soumis a` une force plus grande que
la force de l’atome unique, ceux dans la zone d’ombre ressentent une force moins
importante. Par conse´quent, la force totale applique´e sur le nuage est infe´rieure a` la
force applique´e sur un nuage d’atomes inde´pendants par le meˆme champ incident.
Cela va dans le sens des mesures expe´rimentales pre´sente´es par la fig. 3.3. Cette
interpre´tation renforce l’hypothe`se que la re´duction de la IRPF est essentiellement
due a` un effet d’ombre (shadow effect) plutoˆt qu’a` un effet coope´ratif entre les di-
poˆles couple´s. La fig. 3.4(d) repre´sente la phase des dipoˆles atomiques induits par
le champ incident. La quasi-totalite´ des dipoˆles ont une phase φ˜ = 0 correspondant
au retard de phase des dipoˆles par rapport a` la phase du champ laser incident viii
. En d’autres termes, presque tous les dipoˆles dans le nuage sont en cohe´rence de
phase, meˆme pour b > 1. Cela est en contradiction avec les pre´dictions de l’ap-
proche RW qui conside`re que dans un re´gime de diffusion multiple la phase devient
comple`tement ale´atoire apre`s quelques e´ve´nements de diffusion. Par conse´quent,
selon RTE les effets d’interfe´rences sont comple`tement perdus a` cause du de´sordre
et des moyennes de configurations. Toutefois, ce re´sultat est en bon accord avec le
the´ore`me d’extinction d’Ewald-Oseen qui stipule que le champ e´mis par les atomes
annihile le champ du laser incident et le remplace par un champ de vitesse c/n, ou`
n est l’indice de re´fraction du milieu [83]. Les auteurs de cette re´fe´rence avancent
que non seulement les atomes des premie`res couches sont synchronise´s, mais tous
les atomes de l’e´chantillon participent a` l’annihilation du champ incident. Si cela
va dans le sens de travaux similaires [84, 85] ou` une composante cohe´rente persiste
dans le champ diffuse´ vers l’avant, il reste comple`tement en de´saccord avec les
pre´dictions de l’approche RW qui pre´voit une phase comple`tement ale´atoire apre`s
un certain nombre d’e´ve`nements de diffusion. Cette cohe´rence de phase inattendue
pourrait constituer la signature d’une probable synchronisation entre les dipoˆles
couple´s par le champ exte´rieur, dans le re´gime de diffusion multiple.
3.5 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons pre´sente´ une e´tude visant a` examiner les effets co-
ope´ratifs en re´gime de diffusion multiple de la lumie`re. Cette e´tude a e´te´ motive´e
par l’observation dans des travaux pre´ce´dents, d’une re´duction de la force de pres-
viii. Sur la ﬁg. 3.4(c) nous repre´sentant les phase des nombres complexes βje
−i(k0zj−pi/2).
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sion de radiation applique´e sur le nuage, pour un nombre d’atomes croissant. Ce
re´sultat interpre´te´ comme une signature des effets coope´ratifs en re´gime de diffu-
sion faible, semblait eˆtre moins e´vident a` imaginer en re´gime de diffusion multiple.
En effet, dans un re´gime diffusif nous nous attendons a` une suppression des effets
d’interfe´rences par le de´sordre et les moyennes sur les diffe´rentes configurations.
Nous avons pre´sente´ une expe´rience mesurant la force de pression de radiation
applique´e sur un nuage d’atomes froids par un laser incident en re´sonance. Une
surprenante re´duction de la IRPF autour de la re´sonance a e´te´ observe´e. Ce re´-
sultats a e´te´ compare´ a` deux mode`les nume´riques. Le mode`le des dipoˆles couple´s
(CD) incluant les effets d’interfe´rences et une simulation Monte Carlo de marche au
hasard du photon (RW). Cette dernie`re ne conside´rant que l’aspect corpusculaire
de la lumie`re, ne tient pas compte des effets d’interfe´rences durant le processus de
diffusion multiple. Ne´anmoins, les re´sultats obtenus par les deux mode`les s’ave`rent
en tre`s bon accord. Aussi bien ceux mesurant l’intensite´ diffuse´e que la IRPF. Plus
surprenant encore, ces re´sultats nume´riques sont en bon accord avec les donne´es
expe´rimentales. Ainsi, nous avons pu conclure que cette re´duction de la force ne
peut pas constituer une signature d’un effet de cohe´rence que le RW ne prend
pas en conside´ration. A` re´sonance, cela n’est donc pas une signature des effets
coope´ratifs. En effet, cette re´duction est plutoˆt provoque´e par un effet d’ombre duˆ
a` la diffusion multiple. Nous avons pu constater que les atomes dans les couches
profondes du nuage opaque ne ressentent que tre`s peu le champ laser incident. Par
conse´quent, la IRPF applique´e sur ces atomes est tre`s faible compare´e a` la force
subie par les atomes des premie`res couches du nuage. Ainsi, en re´gime diffusif, la
force applique´e sur le nuage atomique est re´duite par rapport a` celle applique´e sur
un nuage tre`s dilue´ d’atomes inde´pendants, a` cause de l’effet d’ombre.
A` l’issue de cette e´tude, il s’ave`re alors que la force de pression de radiation
ne permet pas de distinguer entre la diffusion multiple cohe´rente et incohe´rente.
Plus important encore, la IRPF n’est pas la bonne observable pour jauger les effets
coope´ratifs en re´gime de diffusion multiple. Dans ce re´gime, l’e´paisseur optique b
est le parame`tre pertinent et c’est l’effet d’ombre qui implique la re´duction de la
IRPF a` re´sonance. Il est donc plus judicieux de s’attendre a` avoir une signature
des effets coope´ratifs pour de grands b0 et tre`s grand de´saccord (b≪ 1) dans un re´-
gime de diffusion simple [76]. En outre, meˆme en re´gime de diffusion faible (b < 1)
a` faible de´saccord [58], l’e´paisseur optique b est encore le parame`tre pertinent et
l’effet d’ombre pourrait aussi eˆtre l’effet dominant. A` ce stade, la question qui se
pose est : a` partir de quel re´gime les effets coope´ratifs ne sont plus masque´s ou an-
nihile´s par l’effet d’ombre ? La re´ponse a` cette question revient a` trouver le re´gime
de parame`tres (N , σR, δ) dans lequel la the´orie du transfert radiatif, repre´sente´e
par le mode`le incohe´rent RW, n’est pas en mesure de donner les meˆmes re´sultats
que le mode`le cohe´rent et que l’expe´rience.
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D’autre part, la cohe´rence de phase des dipoˆles mise en avant dans la fig. 3.4(d),
montre une forme de re´sistance de certains effets cohe´rents vis a` vis de la diffusion
multiple. Dans le chapitre suivant nous allons nous inte´resser plus en de´tails a` cette
cohe´rence de phase. Elle pourrait sugge´rer l’apparition d’une forme de synchroni-
sation non triviale entre les dipoˆles couple´s par le champ exte´rieur, permettant de
maintenir une cohe´rence de phase malgre´ le re´gime diffusif.

Chapitre 4
Effets de synchronisation en
diffusion multiple
Dans notre syste`me de nuage atomique pilote´, le champ incident illuminant
l’e´chantillon induit des dipoˆles e´lectriques avec un certain retard de phase. Dans
un e´chantillon optiquement dense la phase initiale des dipoˆles induits est suppo-
se´e eˆtre comple`tement brouille´e sous l’effet de la diffusion multiple dans le milieu
de´sordonne´. Le speckle observe´ sur le diagramme d’e´mission en champ lointain
dans le chapitre 1 te´moigne de l’aspect ale´atoire de la phase du champ diffuse´ i.
Cependant, la fig. 3.4(d) du chapitre pre´ce´dent montre une cohe´rence inattendue
entre les phases des dipoˆles induits, notamment dans la zone optiquement dense.
Dans cette zone, a` cause de l’effet d’ombre, les atomes ne ressentent que tre`s peu le
champ incident compare´s aux atomes des premie`res couches du nuage (par rapport
a` la direction d’incidence du laser). Ainsi, dans un tel re´gime de diffusion multiple,
en progressant a` l’inte´rieur du nuage compose´ de diffuseurs de´sordonne´s nous nous
attendons a` une variation de plus en plus importante des phases des dipoˆles par
rapport a` celles a` l’entre´e du nuage. Or, ce de´phasage n’apparaˆıt qu’a` la sortie du
nuage et avec une faible proportion (voir fig. 3.4(d)).
Cette cohe´rence persistante n’est pas force´ment uniquement due au pilotage du
laser. Elle provient probablement d’un effet coope´ratif entre les dipoˆles atomiques.
Cela permettrait de maintenir un accord de phase collectif assez marque´ dans la
zone opaque du nuage. L’objectif de ce chapitre sera d’explorer plus en de´tails cette
cohe´rence surprenante dans le nuage atomique de´sordonne´. Nous nous focaliserons
alors sur l’e´tude de l’e´volution des phases des dipoˆles couple´s durant le processus
de diffusion multiple. Nous essayerons de quantifier cette cohe´rence a` travers un
i. Le speckle e´tant le re´sultat de l’interfe´rence de plusieurs ondes ayant la meˆme fre´quence
mais des phases et des amplitudes diﬀe´rentes.
69
70
parame`tre d’ordre. Cela nous permettra d’e´valuer le degre´ de “ synchronisation ”
entre les dipoˆles dans l’objectif de confirmer ou infirmer la pre´sence d’une forme de
cohe´rence non triviale en re´gime de diffusion multiple, autre que celle initialement
impose´e par le champ incident.
Ajoutons e´galement que cette e´tude nous permet d’aborder un nouveau sujet
dans le traitement des effets collectifs, concentre´ en ge´ne´ral dans les travaux pre´ce´-
dents sur la super/sous-radiance et la localisation d’Anderson. Cela nous donne la
possibilite´ d’e´largir nos interactions a` une autre communaute´ s’inte´ressant plutoˆt
aux effets de synchronisation collectifs.
4.1 Cohe´rence de phases en diffusion multiple
Rappelons que nos diffuseurs sont des dipoˆles atomiques induits par un champ
e´lectrique
E(z, t) = E0e
i(−ωt+k0z)eˆz , (4.1)
avec des vecteurs moments dipolaires e´lectriques
pj = ε0αE(zj, t) , j = 1 . . . N , (4.2)
ou` ε0 est la permittivite´ du vide et α(ω) la polarisabilite´ atomique. Ainsi
pj = ε0|α|E0ei(−ωt+k0zj+φα) , (4.3)
Chaque dipoˆle induit oscille a` la fre´quence du laser (ωj = ω, ∀j) avec un retard de
phase φα par rapport au champ incident
ii. Son moment dipolaire e´lectrique peut
s’e´crire sous la forme
pj = deg βj , (4.4)
ou` deg est l’e´le´ment de matrice dipoˆle e´lectrique simplifie´
iii. Le coefficient complexe
βj que nous appellerons “ amplitude du dipoˆle j ” peut s’e´crire sous la forme
βj = |βj|eiφj , (4.5)
ou` φj correspond a` la phase du dipoˆle j. Pour un nuage tre`s dilue´ d’atomes inde´-
pendants elle s’e´crit
φj = −ωt+ k0zj + φα , (4.6)
ii. La phase du laser a` la position z est donne´e par : φ0 = −ωt+ k0z.
iii. L’e´le´ment de matrice dipoˆle e´lectrique simpliﬁe´ deg cracte´risant la transistion entre l’e´tat
fondamental |g〉 et l’e´tat excite´ |e〉 est de´ﬁni tel que : ~Ω = degE0, ou` Ω repre´sente la pulsation
de Rabi.
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avec
φα =


−π pour ω ≪ ωat (δ ≪ 0) ,
−pi
2
pour ω = ωat (δ = 0) ,
0 pour ω ≫ ωat (δ ≫ 0) .
Le changement de variable
β˜j = βje
−ik0zj , (4.7)
= |β˜j|eiφ˜j , (4.8)
nous permettra d’e´liminer la partie triviale de la phase des dipoˆles correspondante
a` la de´pendance en zj. Ainsi, φ˜j constitue la phase du dipoˆle j sans la contribution
relative a` la position de ce dernier. Elle est donne´e par
φ˜j = −ωt+ φα . (4.9)
Il est a` noter que le fait d’e´liminer le facteur trivial eik0zj ne correspond pas a`
e´liminer la contribution de la diffusion simple. Cette dernie`re reste de´crite par le
de´phasage φα impose´ au dipoˆle par le champ incident.
Indice de re´fraction
Pour une bonne compre´hension de la propagation d’un champ lumineux dans
un milieu, il est utile dans certaines situations de prendre en conside´ration l’indice
de re´fraction de ce dernier. Dans ce cas, le champ e´lectrique a` une position zj a`
l’inte´rieur du milieu s’e´crit
E(zj, t) = E0e
i(−ωt+nk0zj) , (4.10)
ou` n est l’indice de re´fraction du milieu donne´ par
n(δ) = 1 +
1
2
ρα(δ) , (4.11)
pour un nuage dilue´ de densite´ ρ. Cet indice caracte´rise le changement de la vitesse
de propagation de l’onde lumineuse passant de “ c ” a` l’exte´rieur de l’e´chantillon
a` “ c/n ” a` l’inte´rieur de ce dernier. En prenant n = n′ + in′′ nous re´crivons l’eq.
(4.10) sous la forme
E(zj, t) = E0e
i(−ωt+k0zj)︸ ︷︷ ︸
A
ei(n
′−1)k0zj︸ ︷︷ ︸
B
e−n
′′k0zj︸ ︷︷ ︸
C
. (4.12)
Le premier terme (A) rappel la propagation libre du champ e´lectrique donne´e
par l’eq. (4.1) et correspond au champ incident. Ce dernier subira en passant
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Figure 4.1. E´volution de la phase des dipoˆles a` l’inte´rieur de l’e´chantillon (slab de
taille longitudinale kLz = 20). Chaque point correspond a` un atome j a` la position
zj ayant une phase φj . Le laser incident est de´saccorde´ de δ = 100 sur l’image de
gauche et δ = −100 sur celle a` droite. b0 = 8 et b(δ)≪ 1. Les inserts correspondent
a` l’e´volution de la phase φ˜j .
par l’e´chantillon d’indice n, un retard de phase donne´ par le terme (B) et son
amplitude sera atte´nue´e par le terme (C). A` la sortie de l’e´chantillon, l’intensite´
incidente sera atte´nue´e d’un facteur e−2n
′′k0Lz = e−b. Le de´lai de phase du champ
diffuse´ par rapport au champ incident duˆ a` l’indice du milieu implique un retard
supple´mentaire sur les phases des dipoˆles φ˜j :
φ˜j = −ωt+ (n′ − 1)k0zj + φα . (4.13)
De ce fait, quand δ 6= 0 la phase du champ et par conse´quent celles des dipoˆles,
sont modifie´es a` cause de la partie re´elle non nulle de la polarisabilite´ atomique et
de l’indice iv n. En revanche, a` re´sonance nous aurons n′ = 1 et n = 1 + n′′.
Champ incident hors re´sonance atomique
Nous allons e´tudier en re´gime stationnaire le profil des phases des dipoˆles place´s
dans un slab de taille longitudinale Lz = 20/k, de distribution spatiale homoge`ne et
d’e´paisseur optique a` re´sonance b0 = 8. Comme premie`re e´tape, nous allons utiliser
un laser sonde tre`s de´saccorde´ hors re´sonance atomique. En re´gime stationnaire et
pour |δ| ≫ 0, la phase des dipoˆles donne´e par l’eq. (4.13) prend la forme
φ˜j = φα . (4.14)
iv. Le retard de phase supple´mentaire duˆ a` la partie re´elle de l’indice se traduit par une pente
dans les histogrammes des phases φ˜j en fonction des positions zj suivant l’axe de propagation.
L’inclinaison de la pente de´pend du signe du de´saccord. Cependant, cet eﬀet disparait a` re´sonance
(le re´gime auquel nous nous inte´ressons principalement) ou` la polarisabilite´ est imaginaire pure
et par conse´quent n′ − 1 = 0. La phase φ˜j reprend dans ce cas la forme de l’eq. (4.9). L’eﬀet de
la partie re´elle de l’indice disparait aussi pour des |δ| ≫ 0 ou` n′ → 1 tel que sur la ﬁg. 4.1.
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Figure 4.2. Histogrammes des phases φj dans (a) et des phases re´duites φ˜j dans
(b), illustrant leurs e´volution a` l’inte´rieur du slab de largueur kLz = 20 avec δ =
0 et b = b0 = 8. Les simulations sont re´alise´es sur plusieurs conﬁgurations pour
augmenter la statistique, sans eﬀectuer de moyenne.
En effet, hors re´sonance atomique la section efficace de diffusion des atomes et par
conse´quent l’e´paisseur optique du nuage v sont re´duites. Le nuage atomique est
alors similaire a` une collection d’atomes inde´pendants. Par conse´quent, le champ
incident induit des dipoˆles e´lectriques avec un retard de phase φα par un processus
de diffusion simple. Chaque photon diffuse´ par un dipoˆle j sort du nuage optique-
ment dilue´ avant d’eˆtre rediffuse´ par un second dipoˆle (σsc ≪ 1⇒ lsc = 1/(ρσsc)≫
L). Dans ce cas, chaque atome ne voit que des photons en provenance de la source.
Ce re´gime de diffusion simple permet la description du nuage atomique par une
physique a` atome unique. Les dipoˆles sont mutuellement inde´pendants et ne sont
pas en mesure d’avoir un comportement coope´ratif. Par conse´quent, dans tout
l’e´chantillon les phases restent aligne´es sur le de´phasage φα initialement impose´
par le champ incident comme le montre la fig. 4.1. Nous allons voir par la suite
que cela ne sera pas le cas a` re´sonance (δ = 0) a` cause de l’apparition de la diffu-
sion multiple.
Notons que le changement de signe du de´saccord implique un changement de
la diffe´rence de phase initiale φα entre le champ laser et les dipoˆles induits. Cela
est duˆ a` la de´pendance de la polarisabilite´ atomique α(δ) du signe du de´saccord.
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Champ incident a` re´sonance atomique
Nous re´glons maintenant la fre´quence du laser sur la fre´quence de re´sonance
atomique, i.e., δ = 0. L’opacite´ du nuage correspond alors a` son e´paisseur optique
a` re´sonance b = b0 > 1. Dans ce cas, nous passons en re´gime de diffusion multiple
ou` la plupart du champ incident est diffuse´e par le milieu a` partir d’une profondeur
lsc = Lz/b correspondant au libre parcours moyen [83]. Les photons subissent alors
plusieurs e´ve`nements de diffusion avant de sortir de l’e´chantillon. Ceci alte`re signi-
ficativement la direction de diffusion du photon et de meˆme la phase initialement
impose´e par le champ incident. Dans ce re´gime le dipoˆle a` la position rj ressent, en
plus du champ exte´rieur incident, les champs diffuse´s par les autres dipoˆles dans le
nuage de phases ale´atoires. En effet, les positions zj sont comple`tement de´sordon-
ne´es et l’angle θ entre la direction de diffusion du photon et celle de son incidence
est arbitraire a` cause de l’aspect isotropique des diffuseurs ponctuels. Ceci explique
qu’en re´gime de diffusion multiple nous envisageons que la phase du champ diffuse´
et par conse´quent celles des dipoˆles induits, soit ale´atoires notamment apre`s un
grand nombre de diffusion a` la fin du nuage.
En allumant le laser sonde, les dipoˆles constituant la premie`re couche du nuage
(zj ∼ 0) aperc¸oivent un champ de fre´quence ω et de phase φ0. Ils oscillent a` sa
fre´quence et acquie`rent un de´phasage similaire vi. Les phases a` l’entre´e du nuage
(zj ∼ 0) correspondent ainsi a` la diffe´rence de phase initiale (φ˜j ≈ φα = −π/2).
Par la suite, le champ lumineux est sense´ perdre sa phase initiale au fur et a` me-
sure que le photon subit des e´ve`nements de diffusions isotropes en se propageant
dans l’e´chantillon. Dans les figs. 4.2(a) et 4.2(b) nous trac¸ons l’histogramme des
phases φj et φ˜j respectivement, en fonction des positions longitudinales des di-
poˆles zj dans le slab. Cela permet d’estimer la densite´ d’oscillateurs a` une phase
donne´e. Nous remarquons que la distribution des phases des dipoˆles initialement
concentre´e autour d’une valeur moyenne φm = −π/2 diffuse en avanc¸ant dans le
nuage. Cette dispersion progressive est engendre´e par la modification de la phase
initiale de la radiation incidente a` cause de la diffusion multiple. Dans ce re´gime
diffusif les atomes des couches profondes du nuage aperc¸oivent un champ lumineux
dont la phase est comple`tement ale´atoire. Nous nous attendons dans ce cas a` avoir
une distribution uniforme des phases φ˜j pour les dipoˆles situe´s dans les dernie`res
couches du nuage. En effectuant des coupes transversales a` diffe´rentes positions
suivant eˆz, nous avons estime´ la distribution des phases sur diffe´rentes couches
du slab d’e´paisseur δz = Lz/10 chacune. Les figs. 4.3(a) et 4.3(b) repre´sentent
v. σsc = σ0/(1 + 4δ
2) et b = b0/(1 + 4δ
2) respectivement.
vi. Il est important de noter que les atome dans la premie`re couche aperc¸oive aussi de la lumie`re
re´ﬂe´chit par les couches plus profondes. Par conse´quent, la distribution des phases a` l’entre´e du
nuage est le´ge`rement e´largie (φ˜j ≈ φα) compare´e a` un re´gime de diﬀusion simple (φ˜j = φα).
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Figure 4.3. Fit gaussien (ligne rouge) de la distribution des phase φ˜j dans la pre-
mie`re (a` gauche) et la dernie`re (a` droite) couche du slab de largueur Lz = 20/k avec
δ = 0 et b = b0 = 8.
les profiles de distribution des phases φ˜j a` l’entre´e (z = 0 + δz) et a` la sortie
(z = Lz − δz) de l’e´chantillon respectivement. Nous pouvons constater que le fit
gaussien des phases a` la dernie`re couche de l’e´chantillon sur la fig. 4.3(b) montre
une distribution non-uniforme. Les phases ne sont donc pas comple`tement ale´a-
toires meˆme a` la fin du nuage malgre´ le re´gime de diffusion multiple impose´ par
l’opacite´ du milieu (b > 1). Rappelons que dans le mode`le classique de marche au
hasard (RW), souvent utilise´ pour la description de la diffusion de la lumie`re dans
de tels re´gimes, les phases sont distribue´es de manie`re uniforme dans l’intervalle
[−π, π] et toutes les valeurs sont a` probabilite´s e´gales.
Ces re´sultats rejoignent les observations faites a` partir de la fig. 3.4(d) pour
un nuage en forme de sphe`re gaussienne. Ils montrent clairement une cohe´rence
de phase persistante en re´gime de forte diffusion a` l’encontre de ce que pre´voit un
mode`le diffusif incohe´rent. Cependant, il est indispensable de distinguer entre le
re´sidu de la cohe´rence due au pilotage exte´rieur et une cohe´rence non triviale due
a` un comportement coope´ratif. Dans ce qui suit, nous allons essayer de de´terminer
les parame`tres pertinents caracte´risant cet effet afin de re´pondre a` la question
suivante : est ce que cette cohe´rence constitue un effet coope´ratif non trivial au
dela` de l’atte´nuation du champ incident dans le milieu ?
4.1.1 Parame`tre d’ordre pour les dipoˆles couple´s
Dans cette section nous tentons de quantifier la cohe´rence de phase entre les di-
poˆles observe´e dans la section pre´ce´dente. Nous allons de´finir un parame`tre d’ordre
a` la Kuramoto qui nous permettra d’e´tudier l’e´volution de cette cohe´rence dans
l’e´chantillon en fonction des diffe´rents parame`tres du syste`me.
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Mode`le de Kuramoto
Le mode`le de Kuramoto de´crit une population de N oscillateurs couple´s de
phases φi(t). Les oscillateurs ont des fre´quences naturelles ωi distribue´es avec une
certaine densite´ de probabilite´ g(ω). La dynamique du syste`me est de´crite par
φ˙i = ωi +
N∑
j=1
Kij sin(φj − φi) , i = 1 . . . N , (4.15)
ou` Kij repre´sente la matrice de couplage entre les oscillateurs. Quand le couplage
est faible les oscillateurs sont en de´cohe´rence de phase. De`s que le couplage atteint
un certain seuil une synchronisation collective s’e´tablit entre les oscillateurs de
manie`re spontane´e. Kuramoto a e´tudie´ la synchronisation dans le cas d’un couplage
moyen Kij = K/N > 0 [86]. L’eq. (4.15) s’e´crit dans ce cas
φ˙i = ωi − K
N
N∑
j=1
sin(φi − φj) . (4.16)
Il a de´finit un parame`tre d’ordre complexe de la forme
rse
iφm =
1
N
N∑
j=1
eiφj , (4.17)
ou` φm est la phase moyenne et rs mesure la cohe´rence des phases des oscillateurs
vii
par rapport a` φm avec 0 6 rs 6 1 tel que :
• rs = 0 : de´cohe´rence totale entre les oscillateurs. Les phases de ces derniers
sont comple`tement ale´atoires.
• 0 < rs < 1 : synchronisation partielle. Une partie des oscillateurs ont la
phase verrouille´e sur la phase moyenne φm. Les autres dipoˆles oscillent en
de´phasage par rapport a` eux est constituent la partie incohe´rente du nuage.
• rs = 1 : synchronisation globale. Tous les oscillateurs ont la meˆme phase
φm.
Parame`tre d’ordre en approche CD
Nous utilisons le meˆme principe que le mode`le de Kuramoto pour e´valuer la
cohe´rence de phase que nous avons observe´e entre nos dipoˆles couple´s. A` partir de
notre mode`le CD nous de´finissons le parame`tre d’ordre suivant
rse
iφm =
∑
j β˜j∑
j |β˜j|
. (4.18)
vii. L’indice s correspond a` “synchronisation”.
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Figure 4.4. Parame`tre d’ordre en fonction du de´saccord δ pour des e´chantillons
avec diﬀe´rentes e´paisseurs optiques. Simulations re´alise´es pour un cylindre de densite´
ρλ3 ∼ 8 et R = 1/3. Remarquez que pour b0 > 10 les courbes atteignent le meˆme
minimum a` re´sonance.
Ainsi, si tous les dipoˆles ont la meˆme phase nous auront rs = 1. Tandis que pour un
re´gime incohe´rent avec des phases comple`tement ale´atoires le parame`tre d’ordre
sera nul. Il est important de souligner le fait que le parame`tre d’ordre tel que nous
le de´finissons dans l’eq. (4.18) exprime le degre´ de cohe´rence des phase entre les
dipoˆles excite´s. Les oscillateurs qui ne sont pas excite´s et dont les amplitudes sont
nulles n’ont donc aucun impact sur la valeur du parame`tre d’ordre.
Nous conside´rons dans ce qui suit un e´chantillon sous forme d’un cylindre plat
(camembert) de rayon transverse R et de taille longitudinale Lz. Nous excitons une
partie de l’e´chantillon de rayon Rex 6 R au centre du nuage en utilisant une onde
plane tronque´e. R = Rex/R repre´sente le ratio de la partie initialement e´claire´e
par rapport a` la taille transverse du nuage (voir fig. 1.2).
Dans notre syste`me de diffuseurs atomiques l’effet de la diffusion multiple peut
eˆtre ge´re´ a` travers l’e´paisseur optique du nuage. Le nombre de diffusions que subi
un photon dans l’e´chantillon e´tant proportionnel a` b2, un nuage plus opaque (b plus
grand) est alors un milieu plus diffusif. Une bonne fac¸on d’explorer l’e´volution de
rs en fonction de la diffusion dans le nuage sera d’exploiter la de´pendance de
l’e´paisseur optique au de´saccord du laser exprime´e par la formule
b(δ) = b0/(1 + 4δ
2) . (4.19)
Ainsi, nous pouvons augmenter b en s’approchant de la re´sonance atomique pour
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Figure 4.5. E´volution du parame`tre d’ordre en fonction du de´saccord laser pour
diﬀe´rentes densite´s atomiques.. La densite´ est augmente´e en reduisant Lz. Sur (f)
l’e´chantillon est entie`rement e´claire´ R = 1. Sur toute les autres images R = 1/3. Les
diﬀe´rente courbes sur chaque image corresponde aux meˆme valeurs de b0 que celle
sur la ﬁg. 4.4.
un b0 constant. Pour un nuage d’une e´paisseur optique a` re´sonance b0 > 1, nous
passons donc d’un re´gime de diffusion simple quand |δ| ≫ 0 a` un re´gime de faible
diffusion vers un re´gime diffusif pour δ → 0. L’avantage de cette me´thode est que
l’effet est purement optique vu que nous ne changeons ni la taille ni la densite´
atomique du nuage. Pour un tre`s grand de´saccord le nuage sera optiquement tre`s
dilue´ et tous les dipoˆles dans la zone e´claire´e ne ressentent que le champ lumineux
incident. Dans ce re´gime de diffusion simple les dipoˆles oscillent tous avec la meˆme
phase et rs → 1. En se rapprochant de la re´sonance atomique nous nous attendons
a voir l’aspect diffusif prendre peu a` peu le dessus sur la cohe´rence du nuage. Cela se
traduit sur la fig. 4.4 par la de´croissance du parame`tre d’ordre pour une e´paisseur
optique b croissante. Ceci signifie qu’il y a plus de diffusion dans le milieu et la
phase du champ lumineux est de plus en plus ale´atoires . A` re´sonance, l’e´paisseur
optique atteint un maximum b = b0 > 1 et le nuage est en re´gime de diffusion
multiple. La phase ale´atoire du champ lumineux diffuse´ ge´ne´re´e par le re´gime de
diffusion multiple suscite une de´cohe´rence de phase entre les dipoˆles induits. Le
parame`tre d’ordre est au minimum.
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Par ailleurs, nous avons pu remarquer que pour des e´chantillons a` grandes den-
site´s atomiques l’e´volution de rs n’est pas syme´trique des deux cote´s rouge et bleu
du de´saccord. Le parame`tre d’ordre croit plus lentement du cote´ rouge (δ < 0)
que du cote´ bleu (δ > 0) comme le montrent les figs 4.5(d) et 4.5(e). Cependant, il
faut noter que pour atteindre nume´riquement de grandes densite´s atomiques nous
diminuons significativement la taille longitudinale du cylindre viii. Ainsi, nous nous
retrouvons avec des cylindres quasi-plats d’e´paisseurs Lz ∼ λ voir meˆme Lz < λ.
De ce fait, l’e´tude de la diffusion multiple dans de tels e´chantillons rentre dans
le cadre de la diffusion de la lumie`re par des nuages a` deux dimensions [30] que
nous n’allons pas aborder dans ce manuscrit. Nous signalons par contre le fait que
lorsqu’un e´chantillon dense tel que celui sur la fig. 4.5(e) est entie`rement e´claire´
(R = 1), l’asyme´trie rouge/bleu devient significativement moins violente comme
nous pouvons le voir sur la fig. 4.5(f). Ainsi, pour un rayon d’excitation plus grand,
le nuage tend vers le re´gime de cohe´rence globale (rs → 1) plus rapidement vis a`
vis de δ. Dans ce sens, la fig. 4.6 montre l’e´volution de rs en fonction du rayon de
la zone e´claire´e a` re´sonance pour un nuage d’e´paisseur optique b = 6. Nous pou-
vons constater que pour une taille constante, le nuage est plus cohe´rent pour un
ratio R plus grand. Un tel comportement n’est pas e´vident a` priori. De plus, nous
remarquons que meˆme lorsque tout l’e´chantillon est e´claire´ par l’onde incidente
(R = 1) le parame`tre d’ordre calcule´ sur tous les dipoˆles dans le nuage sature vers
une valeur rs < 1. Ainsi, seule une partie des dipoˆles est synchronise´e bien que
tout le nuage est e´claire´. Cela s’explique par la diffusion multiple de la lumie`re
dans le milieu qui tend a` rendre ale´atoire les phases des dipoˆles induits et agir a`
l’encontre d’une cohe´rence globale dans le nuage.
La diffusion multiple qui tente d’annihiler la cohe´rence des phase dans le nuage
est caracte´rise´e par l’e´paisseur optique b. A` re´sonance, un b ≡ b0 plus grand signifie
un milieu plus diffusif avec des phases plus incohe´rentes. Nous illustrons cela sur
la fig. 4.7 ou` nous trac¸ons l’e´volution de rs en fonction de l’e´paisseur optique
du nuage pour des rayons d’excitation diffe´rent. Le parame`tre d’ordre indique
une de´croissance de la cohe´rence dans le nuage pour des re´gimes de plus en plus
diffusifs. Le comportement ne change pas dans le cas ou` une partie plus ou moins
importante du nuage (suivant la valeur de R) est e´claire´e par le champ incident.
4.1.2 Synchronisation de phases en diffusion multiple !
Nous rappelons que le but de ce chapitre est de de´terminer si la cohe´rence
de phase observe´e en re´gime diffusif a` travers notre mode`le CD consiste en un
viii. Le nombre d’atome que nous pouvons atteindre e´tant nume´riquement limite´ pour cause de
me´moire.
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Figure 4.6. Parame`tre d’ordre en fonction du ratio de la partie e´claire´e par le champ
incident. L’e´chantillon a` une forme cylindrique de taille longitidunale Lz = 10/k,
d’e´paiseur optique b = 6, de densite´ spatiale uniforme ρλ3 = 8 et est e´claire´ par un
champ lumineux a` re´sonance δ = 0.
effet trivial ou non. Jusque la`, nous avons de´crit la cohe´rence dans le nuage de
manie`re globale a` travers un parame`tre d’ordre calcule´ sur tous les dipoˆles dans
l’e´chantillon. Cependant, l’effet de de´cohe´rence duˆ a` la diffusion multiple n’est
pas homoge`ne a` l’inte´rieur du nuage. Sachant que la premie`re couche d’atomes de
l’e´chantillon est quasiment synchronise´e par le champ laser incident, il sera inte´-
ressant de voir l’e´volution de cette cohe´rence a` l’inte´rieur du nuage. Notamment le
long de l’axe de propagation du champ lumineux au fur et a mesure que le re´gime
diffusif prenne de l’effet. Nous tenterons dans cette section de distinguer entre cette
synchronisation due au champ exte´rieur et une e´ventuelle synchronisation coope´-
rative entre les dipoˆles couple´s.
Nous trac¸ons sur la fig. 4.8 le parame`tre d’ordre (carre´s noir) calcule´ sur plu-
sieurs couches successives du nuage de taille δz = Lz/10 chacune. Pour une e´pais-
seur optique donne´e, e.g. b = 8, le parame`tre d’ordre rs diminue en fonction de z.
Cela s’explique par le fait que l’effet de la diffusion multiple de la lumie`re incidente
par les dipoˆles de´sordonne´s devient de plus en plus important en avanc¸ant dans
l’e´chantillon. Ceci provoque la perte progressive de la cohe´rence de phase entre les
dipoˆles induits par rapport a celle impose´e a` la premie`re couche du nuage par le
laser incident. Dans le cadre de la the´orie du transfert radiatif (RTE) cette de´co-
he´rence peut eˆtre de´crite par le rapport Icoh(z)/Idif(z). Il repre´sente la fraction de
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Figure 4.7. Parame`tre d’ordre en fonction de l’e´paisseur optique a` re´sonance du
nuage pour diﬀe´rents rayons d’excitaion. b(δ = 0) est augmente´ en ajoutant des
couches d’atomes sur l’e´paisseur Lz du nuage de rayon R = 60/k et de densite´
ρλ3 ∼ 6.
l’intensite´ cohe´rente dans l’e´chantillon donne´e par l’atte´nuation du champ incident
Icoh(z)
I(0)
= e−z/lsc , (4.20)
par rapport a` l’intensite´ diffuse´e dans l’e´chantillon donne´e par [87]
Idif(z)
I(0)
= 1− z
lsc
(b0 − 1)
b20
− 3
4π
e−z/lsc , (4.21)
ou` lsc = Lz/b repre´sente le libre parcours moyen de diffusion dans notre mo-
de`le. Ainsi, nous comparons dans la fig. 4.8 le parame`tre d’ordre – e´tant le rap-
port des phases cohe´rentes a` celles incohe´rentes dans notre mode`le – aux courbes
[Icoh(z)/Idif(z)]
1/2 pre´dites par la RTE. Nous constatons que pour des e´chantillons
a` faibles e´paisseurs optiques (b = 1 et 2) le nuage est peu diffusif et la cohe´rence due
au champ incident n’est pas significativement alte´re´e. Par contre, pour des e´chan-
tillons optiquement denses nous constatons un e´cart entre le parame`tre d’ordre
et les courbes the´oriques de plus en plus e´vident pour des nuages de plus en plus
opaques. La cohe´rence de´crite par notre parame`tre d’ordre diminue en avanc¸ant
dans le nuage a` cause de la diffusion multiple, mais moins vite que ce que pre´voie la
the´orie de diffusion. Pour des nuages a` fortes e´paisseurs optiques rs semble meˆme
bloque´ a` une valeur minimale sur les dernie`res couches des e´chantillons.
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Figure 4.8. Parame`tre d’ordre (carre´s noirs) a` l’inte´rieur du nuage pour dif-
fe´rentes e´paisseurs optiques, compare´ a` la pre´diction de la the´orie de diﬀusion
[Icoh(z)/Idif(z)]
1/2 (courbe rouge). Toutes les simulations ont e´te´ faites a` δ = 0
pour des nuages de densite´s atomiques ρλ3 = 10 et entie`rement e´claire´s (R = 1).
Pour mettre en e´vidence cet e´cart significatif a` la fin des nuages atomiques
opaques, nous calculons le parame`tre d’ordre sur la dernie`re couche de l’e´chan-
tillon Lz − δz < z < Lz, pour diffe´rentes e´paisseurs optiques. Sur la fig. 4.9 nous
comparons r2s au rapport entre la transmission cohe´rente donne´e par la loi de Beer-
Lambert et la transmission diffuse´e donne´e par la loi d’Ohm en the´orie du transfert
radiatif [88] :
Tcoh
Tdif
=
Icoh(z ∼ Lz)
Idif(z ∼ Lz) =
b
0.71
e−b . (4.22)
Le parame`tre d’ordre est en parfaite accord avec la the´orie pour des e´paisseurs
optiques b < 8. Cependant, nous constatons que les valeurs de r2s de´crochent de
la courbe the´orique pour des b > 8. D’autant plus que le parame`tre d’ordre tend
vers un plateau pour les re´gimes tre`s diffusifs. Cela signifie qu’un certain taux de
cohe´rence est maintenu dans le nuage meˆme si son opacite´ continue d’augmenter.
Il est a` noter que l’effet d’ombre pris comme argument pour l’explication de la
re´duction de la force de pression de radiation sur le centre de masse du nuage de
densite´ gaussienne dans le chapitre pre´ce´dent, ne peut pas eˆtre conside´re´ comme
tel pour expliquer le blocage du parame`tre d’ordre observe´ sur les figs. 4.8 et 4.9.
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Figure 4.9. Parame`tre d’ordre (carre´s noirs) sur la dernie`re couche de l’e´chantillon
tel que Lz − δz < zj < Lz (δz = Lz/10), en fonction de l’e´paisseur optique du
nuage. La courbe rouge repre´sente le rapport the´orique Tcoh/Tdif = (b/0.71) e
−b.
Simulations faites a` δ = 0 et klsc = 1.25, pour des nuages de densite´s atomiques
ρλ3 = 10 et entie`rement e´claire´s (R = 1).
En effet, la densite´ d’e´nergie e´lectromagne´tique ix dans le nuage de forme slab,
proportionnelle a` |β|2 dans notre mode`le et donne´e par l’eq. (4.21) dans la RTE,
n’est pas nulle a` la fin de l’e´chantillon [88]. Ceci signifie que toutes les couches de
l’e´chantillon contribuent au parame`tre d’ordre meˆme pour des nuages opaques.
Par ailleurs, nous nous somme assure´ que ce de´crochement ne consiste pas en un
quiproquo nume´rique. Le fait que nous calculions rs sur des couches de l’e´chantillon
qui contiennent un petit nombre d’atomes (∼ N/10 chacune) pourrais induire un
biais nume´rique conduisant a` surestimer rs. Dans ce cas ce dernier diminuerait
pour un plus grand nombre d’atomes et moins de fluctuations. Nous avons ve´rifie´
en augmentant la taille des couches que le parame`tre d’ordre ne de´pend pas du
nombre d’atomes dans la couche sur laquelle il est calcule´. D’autre part, nous avons
aussi pu constater que le parame`tre d’ordre affiche le meˆme comportement que celui
sur la fig. 4.9 pour diffe´rentes densite´s atomiques plus ou moins importante que
celle conside´re´ sur cette figure. Le de´crochement observe´ est donc bien un effet
d’e´paisseur optique.
Ces re´sultats indiquent la survie d’un certain effet de cohe´rence entre les dipoˆles
couple´s en re´gimes de diffusion multiple et sa persistance pour des e´chantillon de
plus en plus diffusifs. Cette cohe´rence est plus importante que ce qui est pre´dit par
la the´orie de la diffusion et va donc au dela` du simple re´sidu de l’atte´nuation du
champ incident dans le milieu.
ix. Ge´ne´ralement dite intensite´.
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4.2 Probabilite´ d’intensite´ des dipoˆles en diffu-
sion multiple
Dans la RTE la densite´ d’e´nergie e´lectromagne´tique a` l’inte´rieur du milieu est
une quantite´ importante pour la description du processus de diffusion multiple.
Elle est plus commune´ment de´signe´e comme l’intensite´ diffuse´e dans le milieu et
est donne´e par l’eq. (4.21). Selon cette the´orie la distribution de probabilite´ des
intensite´s est une distribution de Rayleigh de la forme [54]
P (I) =
1
〈I〉e
−I/〈I〉 . (4.23)
D’autre part, dans le mode`le cohe´rent CD, l’intensite´ diffuse´e par chaque dipoˆle
est proportionnelle au carre´ de son amplitude |βj|2. Ainsi, en plus de l’analyse des
phases des dipoˆles induits par le champ exte´rieur, nous pouvons explorer l’e´volution
de la cohe´rence dans le nuage a` travers la distribution de probabilite´ de l’inten-
site´ diffuse´e a` l’inte´rieur de ce derniers. Nous montrons sur la fig. 4.10 l’e´volution
de la distribution de probabilite´ de l’intensite´ dans le nuage a` travers diffe´rents
e´chantillons d’e´paisseurs optiques croissantes. Nous comparons les histogrammes
des intensite´s calcule´es nume´riquement avec le mode`le CD (lignes noires) a` la dis-
tribution de probabilite´ the´orique P (I) donne´e par l’eq. (4.23) (lignes rouges).
Pour une e´paisseur optique tre`s faible (b = 0.01) nous retrouvons une distribution
d’intensite´ correspondante a` celle d’un nuages tre`s dilue´s d’atomes inde´pendant.
Pour des e´chantillons un peu plus opaques (b = 0.5 et 1), la distribution de l’in-
tensite´ produit un profil speckle semblable en moyenne aux pre´dictions du mode`le
incohe´rent. Par contre, pour des re´gimes plus diffusifs la distribution d’intensite´
obtenue a` travers le mode`le CD est assez diffe´rente de la distribution exponentielle
pre´dite par le mode`le diffusif incohe´rent. Cela serait la cause d’un effet de cohe´-
rence inclut dans le mode`le CD qui va au dela` des pre´dictions de la RTE. De plus,
nous obtenons la meˆme distribution de probabilite´ pour des densite´s atomiques
plus ou moins importantes que celle conside´re´e dans la fig. 4.10. Cependant, il est
important de noter que cette de´viation par rapport aux pre´dictions de la RTE,
pourrait eˆtre le re´sultat d’une ponde´ration de la valeur moyenne de l’intensite´ par
sa distribution non uniforme a` l’inte´rieur du slab. Nous ne pouvons donc pas consi-
de´rer ce re´sultat comme une signature pertinente d’un effet non trivial a ce stade
de l’analyse.
4.3 Conclusion et perspectives
Dans un nuage atomique e´claire´ par un champ laser les dipoˆles induits oscillent
tous a` la fre´quence du laser sonde. Par contre, chaque dipoˆle acquit une phase
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Figure 4.10. Distribution de probabilite´ de l’intensite´ a` l’inte´rieur de plusieurs
e´chantillons de diﬀe´rentes e´paisseurs optiques. Tous ont la meˆme densite´ atomique
ρλ3 = 10 et sont entie`rement e´claire´s (R = 1) par un champ incident en re´sonance
(δ = 0). Les courbes nume´riques (noires) s’e´loignent clairement de la forme exponen-
tielle pre´vue par la RTE (lignes rouges) dans les re´gimes tre`s diﬀusif (b = 4, 8, 16).
en fonction de celle du champ lumineux qu’il ressent et de son de´saccord. Apre`s
un grand nombre de diffusions dans le milieu de´sordonne´ et opaque, la phase du
champ diffuse´ devient ale´atoire. Ainsi, les dipoˆles induits par le champ exte´rieur
et le champ diffuse´ a` l’inte´rieur du nuage oscillent avec des phases incohe´rentes.
Cependant, nous avons constate´ que le profil des phases dans le nuage indique
qu’un effet de cohe´rence surprenant persiste en re´gime de diffusion multiple. A`
travers le parame`tre d’ordre que nous de´finissons dans la sec. 4.1.1, nous avons
montre´ que cet effet persiste aussi dans des re´gimes tre`s diffusifs (b > 10) et de´-
passe l’atte´nuation triviale du champ incident. Par ailleurs, l’intensite´ diffuse´e a`
l’inte´rieur de l’e´chantillon donne´e par notre mode`le CD pour des re´gimes diffusifs,
affiche une distribution de probabilite´ autre que celle pre´vue par la RTE. Un effet
non-trivial de´voile´ par notre mode`le cohe´rent prend vraisemblablement place pour
les re´gimes de diffusion multiple. Autrement dit, les re´sultats pre´sente´s dans cette
section laissent pre´sager un effet de synchronisation entre les dipoˆles couple´s dans
les nuages a` grandes e´paisseurs optiques. De ce fait, les dipoles couple´s agissent
de manie`re coope´rative et spontane´e afin de se mettre en cohe´rence de phase. Ils
se synchronisent [89]. A` l’image d’un groupe de lucioles (fireflies) e´mettant sou-
dainement des flashs de lumie`re de manie`re comple`tement incohe´rente. Apre`s une
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certaine pe´riode, tout le groupe de lucioles se synchronise et e´met des flashs a`
l’unisson [90]. Sauf que dans notre cas la forte diffusion multiple empeˆche une syn-
chronisation globale.
Dans de tels syste`mes opaques de dipoˆles atomiques soumis a` une excitation
exte´rieure a` re´sonance, nous pensons assister a` un triple duel :
— Le champ incident induit des dipoˆles couple´s avec une certaine phase. La
cohe´rence entre les dipoˆles induits due au champ incident s’atte´nue expo-
nentiellement dans l’e´chantillon.
— La diffusion multiple de la radiation incidente par les atomes de´sordonne´s
engendre un champ diffuse´ avec des phases ale´atoires en fonction de l’e´pais-
seur optique du nuage. Les dipoˆles induits par le champ diffuse´ auront ainsi
des phases incohe´rentes.
— Un effet coope´ratif de synchronisation s’e´tablit conjointement dans le nuage
aspirant a` instaurer une cohe´rence de phase entre les oscillateurs couple´s. Ce
comportement coope´ratif empeˆcherait une de´cohe´rence totale dans le nuage.
Ceci constituerait ainsi une signature des effets collectifs qui va au dela` des
pre´dictions d’un mode`le diffusif incohe´rent dans un tel re´gime de diffusion multiple.
Il reste de´sormais a` confirmer que l’effet que nous observons consiste effectivement
en une synchronisation spontane´e entre les dipoˆles couple´s ou est plutoˆt duˆ a` un
autre effet coope´ratif. Pour cela, nous menons plusieurs e´tudes afin de de´terminer
la nature et les causes de cette cohe´rence persistante en diffusion multiple. Parmi
les pistes que nous jugeons inte´ressantes figure l’analyse de l’intensite´ de la lumie`re
diffuse´e a` travers le nuage ainsi que ses fluctuations.
Transmission a` travers le nuage atomique – Au cours de ce chapitre, nous
avons explore´ les effets de cohe´rence en diffusion multiple a` l’inte´rieur du nuage a`
travers la cohe´rence des phases. Nous avons compare´ la cohe´rence de´crite par le
mode`le CD aux formules analytiques de la RTE. Nous allons a` pre´sent s’inte´resser
au coefficient de transmission T de´crivant la lumie`re transmise a` travers le nuage
atomique dans la direction du champ incident. En analogie avec l’analyse faite a
travers le parame`tre d’ordre, nous calculons T pour diffe´rentes e´paisseurs optiques
du nuage b a` re´sonance. Nous montrons sur la fig. 4.11 le coefficient de transmission
T ainsi que le coefficient de re´flexion x Rdif normalise´s tels que T +Rdif = 1 . C’est
derniers sont calcule´s a` re´sonance pour un nuage sous forme de cylindre de rayon
R = 40/k0 et de distribution atomique uniforme de densite´ ρλ
3 = 12 et k0l = 1.6
soumis a` un faisceau gaussien de waist w0 = 20/k0. La densite´ atomique du nuage
x. Rdif de´crit la lumie`re diﬀuse´e dans la direction arrie`re par rapport a` la direction du champ
incident.
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Figure 4.11. Coeﬃcients de transmission (carre´s noirs) et de re´ﬂexion (triangle
bleus) pour une couche d’atome sous forme de cylindre de rayon transverse R = 40/k
et de densite´ atomique ρλ3 = 12 avec klsc = 1.6 pour une e´paisseur optique crois-
sante. Cette dernie`re est augmente´e en ajoutant des couches d’atomes sur l’e´pais-
seur longitudinal du cylindre Lz. L’e´chantillon est e´claire´ par un faisceaux gaussien
a` re´sonance avec un waist w0 = 20/k. La ligne rouge correspond au coeﬃcient de
transmission donne´e par la RTE pour ze = 1.
est proche de celle sur la fig. 4.9. Nous comparons le coefficient de transmission T
calcule´ par le mode`le cohe´rent CD avec la formule analytique donne´e par la RTE
[88]
T =
1 + ze
b+ 2ze
, (4.24)
ou` ze est la longueur d’extrapolation adimensionnelle. Nous observons une sorte
de le´ger de´crochement, ou un de´but de de´crochement a` b = 20. Nous refaisons la
courbe pour des nuages avec des densite´s diffe´rentes. Pour un b donne´ nous augmen-
tons la densite´ en re´duisant la taille longitudinale Lz du nuage. Nous constatons
sur la fig. 4.12 un de´crochement syste´matique a` klsc = Lz/b ∼ 1 sur toutes les
courbes. A` ce stade nous avons pas encore de´termine´ les raisons de ce de´croche-
ment. Est ce un effet de cohe´rence dans le nuage non inclut par la RTE qui est
derrie`re ces re´sultats ? Ce dernier rappel le de´crochement du parame`tre d’ordre
par rapport aux courbes de la RTE. Sauf que pour rs nous avons ve´rifie´ que cela
ne de´pend pas de la densite´ conside´re´e !
Fluctuations de l’intensite´ rayonne´e – Romain Bachelard e´tudie les proprie´-
te´s du speckle obtenu a` partir du diagramme de rayonnement en champ lointain
d’un nuage atomique en utilisant notre mode`les CD. Ce speckle peut contenir des
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Figure 4.12. Transmission a` travers des nuages cylindrique de rayon transverse
R = 50/k et de tailles longitudinales ﬁxes Lz = 40/k, 30/k, 20/k, 10/k, 5/k, 2/k.
Les nuages sont soumis a` un faisceaux laser a` re´sonance de waist w0 = 20/k. L’e´pais-
seur optique est augmente´ en ajoutant des atome a` chaque nuage sans change´ ses
dimensions. La ligne rouge repre´sente repre´sente le coeﬃcient de transmission donne´
par la RTE pour pour ze = 1. Notons le de´crochement des courbes CD par rapport a`
la courbe RTE a` b ∼ 40, 20, 30, 10, 5 et 2 respectivement. Ce point de de´crochement
correspond a` klsc ∼ 1 sur chaque courbe.
informations inte´ressantes sur la distribution des phases dans l’e´chantillon. Le but
e´tant de chercher d’e´ventuelles signatures d’effets coope´ratifs et de synchronisation
entre les dipoˆles couple´s.
A` ce stade des analyses en cours, nous ne somme pas en mesure d’affirmer la
cause ni la nature de la persistance de cohe´rence que nous constatons en re´gime
de diffusion multiple.
Deuxie`me partie
Alge`bre q-de´forme´e et
de´cohe´rence
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Chapitre 5
Intrication quantique des e´tats
cohe´rents q-de´forme´s
La grande majorite´ des syste`mes utilise´s en information quantique interagissent
avec leurs environnements [91]. Cette interaction n’est ge´ne´ralement pas sans
conse´quences sur leurs proprie´te´s physiques. D’un point de vue mathe´matique
nous pouvons mode´liser les effets de de´cohe´rence que subi un syste`me physique
par une modification de c¸a syme´trie. Nous formulons cela par une correction sur
le formalisme mathe´matique du syste`me. Cette correction consiste en une petite
de´formation que nous introduisons a` la relation de commutation qui de´finie l’al-
ge`bre de´crivant l’e´volution du syste`me.
La notion de la de´formation est tre`s familie`re pour les physiciens car assez re´-
currente dans l’histoire de la physique. En me´canique classique les transformations
de Lorentz entre deux re´fe´rentiels inertiels est une de´formation de la transfor-
mation galile´enne avec β = v
c
comme parame`tre de de´formation. La me´canique
non-relativiste classique est retrouve´e dans la limite β → 0 . Ainsi la relativite´
restreinte est une de´formation de la relativite´ galile´enne. De meˆme, la me´canique
quantique est une de´formation de la me´canique classique avec ~ comme parame`tre
de de´formation. Dans la limite ~ → 0 les re´sultats de la me´canique quantique
sont e´quivalents aux re´sultats classiques. Depuis une vingtaine d’anne´es la de´for-
mation de l’alge`bre de l’oscillateur harmonique a` fait l’objet de plusieurs travaux.
Cette alge`bre est connue comme l’alge`bre du q−oscillateur ou l’alge`bre q−de´forme´e
[92, 93, 94].
Dans ce chapitre nous introduisons une alge`bre deWeyl-Heisenberg q−de´forme´e.
Nous utilisons cette alge`bre pour construire des e´tats cohe´rents de´forme´s par l’ap-
plication d’un ope´rateur de de´placement modifie´ sur le vide. Nous mettrons en
e´vidence le lien des e´tats cohe´rents de´forme´s au e´tats cohe´rents non-line´aires. Puis
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nous essayerons d’observer les effets d’une telle de´formation sur un syste`me d’e´tats
cohe´rents de´forme´s intrique´s a` travers le calcul de la concurrence [95, 96]. Nous
nous inte´resserons aux e´tats connus pour avoir une intrication maximale dans le
cas standard. Ces e´tats sont dits maximally entangled coherent states (MECS).
5.1 Alge`bre de Weyl-Heisenberg q−de´forme´e
Le groupe de Weyl-Heisenberg (WH) est un groupe de Lie d’une grande im-
portance en me´canique quantique. Il de´crit l’e´volution de l’oscillateur harmonique
dont l’alge`bre est ge´ne´re´e par les ope´rateurs {Q,P, I}. L’ope´rateur position Q et
l’ope´rateur quantite´ de mouvement P satisfont la relation de commutation cano-
nique
[Q,P ] = i~I , (5.1)
ou` I est l’ope´rateur identite´. Les ope´rateurs bosoniques de cre´ation et annihilation
sont donne´s par
a =
mωQ+ iP√
2m~ω
, a+ =
mωQ− iP√
2m~ω
. (5.2)
Ils ve´rifient la relation de commutation
[a, a+] = aa+ − a+a = I . (5.3)
Afin de simplifier la notation nous conside´rerons tout au long de ce chapitre
[a, a+] = 1 . (5.4)
L’ope´rateur nombre de l’oscillateur harmonique s’e´crit alors
nˆ = a+a . (5.5)
Ce mode`le de l’oscillateur harmonique a e´te´ largement utilise´ en me´canique quan-
tique. En effet, sa solution analytique est bien connue et n’importe quel syste`me
autour de son point d’e´quilibre peut eˆtre mode´lise´ par un oscillateur harmonique.
Cependant, l’Hamiltonien obtenu a` la base de l’alge`bre de Weyl-Heisenberg don-
ne´e par l’eq. (5.4) ne sera plus ade´quate pour la description du syste`me hors de
son e´quilibre. Une solution astucieuse consiste a` maintenir la meˆme structure alge´-
brique de l’Hamiltonien avec une nouvelle de´finition des ope´rateurs de cre´ation et
annihilation. Cette nouvelle de´finition ou de´formation de l’alge`bre doit eˆtre choisie
de telle manie`re que l’Hamiltonien de´forme´ re´-e´crit en terme des nouveaux ope´-
rateurs, puisse de´crire le comportement anharmonique du syste`me. Tout l’enjeu
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consiste donc a` trouver la fonction de de´formation ade´quate au syste`me.
Nous introduisons une alge`bre de Weyl-Heisenberg de´forme´e obtenue a` partir
des ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation b et b+ respectivement, ve´rifiant la
relation de commutation q−de´forme´e suivante
[b, b+]q = bb
+ − q b+b = 1 , (5.6)
ou` q est un nombre re´el. Dans notre e´tude nous posons q = 1 + ε. Ainsi, le com-
mutateur standard entre les ope´rateurs de´forme´s b et b+ sera donne´e par
[b, b+] = bb+ − b+b
= 1 + ε b†b , (5.7)
ou` ε est le parame`tre de de´formation re´el et infinite´simal. De cette manie`re, nous
avons introduit une faible de´formation a` la forme standard du commutateur donne´e
par l’eq. (5.4) que nous retrouvons a` partir de l’eq. (5.6) pour ε → 0, i.e., q → 1.
Dans tout ce qui suit nous appliquerons l’approximation de la faible de´formation
(Weak Deformation Approximation (WDA)) en conside´rant un parame`tre de de´-
formation ε≪ 1. Cette approximation nous permettra d’adopter une de´formation
au premier ordre en ε et ne´gliger les ordres supe´rieurs. Dans ce sens, nous pouvons
repre´senter les ope´rateurs de´forme´s b et b+ sous la forme suivante :
b+ = a+ +
1
4
εa†2a+O(ε2) , (5.8)
b = a+
1
4
εa+a2 +O(ε2) . (5.9)
L’ope´rateur nombre de´forme´ s’e´crit alors
nˆd = b
+b ,
= nˆ+ ε(nˆ+
1
2
nˆ2) +O(ε2) . (5.10)
5.2 E´tats Cohe´rents
Apre`s la grande e´volution du sujet dans les anne´es 1960-70, bon nombre de
revues s’inte´ressant au e´tats cohe´rents ont vu le jour dont celle de Zhang et Gilmore
en 1990 [97] et celle de Ali et al. en 1995 [98]. Beaucoup de livres ont aussi e´te´
publie´s. Nous pouvons citer a` titre d’exemple celui de Perelomov se concentrant
sur l’aspect the´orique relie´ aux groupes de Lie [99], celui de Ali-Antoine-Gazeau
qui analyse la structure mathe´matique au-dela` de la the´orie des groupes [100].
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Aussi, le livre publie´ par Dodonov et Man’ko plutoˆt oriente´ a` l’optique quantique
[101], celui de Gazeau que nous prenons comme re´fe´rence et qui s’inte´resse plus
aux aspects physiques et probabilistes [102] et enfin le livre publie´ re´cemment par
Robert [103].
5.2.1 E´tats cohe´rents de l’oscillateur harmonique
De`s 1926 au tout de´but de la me´canique quantique, Schro¨dinger s’est inte´-
resse´ a` l’e´tude des e´tats quantiques qui imitent leurs analogues classiques a` travers
l’e´volution temporelle de l’ope´rateur position [104] :
Q(t) = e
i
~
Ht Q e−
i
~
Ht . (5.11)
Dans cette relation H = P 2/2m+ V (Q) est l’Hamiltonien du syste`me et P l’ope´-
rateur quantite´ de mouvement. Pour Schro¨dinger, le comportement classique sous-
entendait que la valeur moyenne de l’ope´rateur
q¯(t) = 〈e´tat cohe´rent|Q(t)|e´tat cohe´rent〉 , (5.12)
va satisfaire l’e´quation de mouvement classique
m¨¯q +
∂V
∂q
= 0 . (5.13)
Schro¨dinger s’inte´ressait a` l’oscillateur harmonique avec un potentiel V (q) = 1
2
m2ω2q2
de constante k = mω2 et donc a` l’Hamiltonien H = P 2/2m+m2ω2Q2/2 . Les e´tats
parame´tre´s par le nombre complexe α = |α|eiϕ sont note´s |α〉 et de´finis de manie`re
a` retrouver la solution sinuso¨ıdale connue
Q(t) = 2lc|α| cos(ωt− ϕ) . (5.14)
ou` lc =
√
~/mω est la longueur caracte´ristique de l’oscillateur, m sa masse et ω
est sa pulsation.
Dans la representation de Fock, les e´tats cohe´rents de Schro¨dinger ont la forme
suivante
|
s
α〉 =
∞∑
n=0
αn√
n!
|n〉 , (5.15)
donnant alors
〈α|
s
α〉 = e−|α|2 , (5.16)
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ou` l’indice “s” fait re´fe´rence a` Schro¨dinger.
Les e´tats cohe´rents standards “normalise´s” ont e´te´ introduis par Klauder [105,
106], Glauber [107, 108, 109] et Sudarshan [110]. Ils sont obtenus a` partir des e´tats
cohe´rents de Schro¨dinger en introduisant a` ces derniers le facteur de normalisation
Gaussien e−|α|
2/2. Ils s’e´crivent alors sous la forme
|α〉 = e− |α|
2
2
∞∑
n=0
αn√
n!
|n〉 . (5.17)
avec
〈α|α〉 = 1 . (5.18)
L’importance de ces e´tats cohe´rents de Schro¨dinger-Klauder-Galuber, dit aussi
“e´tats cohe´rents canoniques” ou “e´tats cohe´rents standards” est due a` un bon
nombre de proprie´te´s. Les plus pertinentes parmi elles sont les suivantes [102] :
(i) L’e´tat cohe´rent |α〉 minimise la relation d’incertitude de Heisenberg :
〈∆Q〉α〈∆P 〉α = ~
2
, (5.19)
avec 〈∆Q〉α =
√
〈α|Q2|α〉 − 〈α|Q|α〉2 .
(ii) L’e´tat cohe´rent |α〉 est un e´tat propre de l’ope´rateur annihilation avec la
valeur propre α :
a|α〉 = α|α〉, α ∈ C , (5.20)
ou` a =
mωQ+ iP√
2m~ω
.
(iii) L’e´tat cohe´rent |α〉 est obtenu a` partir de l’e´tat fondamental de l’oscilla-
teur harmonique |0〉 avec une transformation unitaire du groupe de Weyl-
Heisenberg D(α) = eαa
+−α¯a dite ope´rateur de de´placement :
|α〉 = eαa+−α¯a|0〉 . (5.21)
(iv) Les e´tats cohe´rents {|α〉} constituent un ensemble complet de vecteurs dans
l’espace de Hilbert des e´tats de l’oscillateur harmonique
I =
1
π
∫
C
d Re(α) d Im(α)|α〉〈α| . (5.22)
Ces quatre proprie´te´s auxquelles nous pouvons ajouter
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(v) La probabilite´ d’eˆtre dans l’e´tat |n〉 ne de´pend pas du temps et posse`de une
distribution de Poisson.
p(n) = |〈n|α〉|2 = |α|
2n
n!
e−|α|
2
(5.23)
sont a` la base des diffe´rentes ge´ne´ralisations de la notion canonique (standard) des
e´tats cohe´rents illustre´es par l’ensemble {|α〉}.
5.2.2 E´tats cohe´rents non-line´aires
Les e´tats cohe´rents standards n’e´tant pas en mesure de de´crire l’e´volution d’un
oscillateur anharmonique, c’est les e´tats cohe´rents dits non-line´aires qui prennent
le relai dans ce cas. L’inte´reˆt pour la construction des e´tats cohe´rents ge´ne´ralise´s
pertinents aux potentiels non-line´aires a e´te´ exprime´ de`s le de´but des anne´es 1970
[111, 112, 113]. Nieto et ses collaborateurs ont construit des e´tats cohe´rents corres-
pondants au potentiel de Po¨schl-Teller a` une dimension. Ils les ont de´fini comme
e´tant des e´tats minimisant la relation d’incertitude entre la coordonne´es Q et la
quantite´ de mouvement P [114]. Gazeau et Klauder ont propose´ une ge´ne´ralisation
aux syste`mes a` une dimension ayant un spectre discret et continu [115]. Les e´tats
cohe´rents correspondants aux potentiels trigonome´trique et Po¨schl-Teller modifie´
ont e´te´ de´rive´s dans la ref. [116] et ceux concernant le potentiel de Morse dans la ref.
[117]. Man’ko et al. paralle`lement a` Matos Filho, ont introduit les e´tats cohe´rents
non-line´aires (non-linear coherent states (NCS)) comme les e´tats propres de l’ope´-
rateur annihilation de´forme´ [118, 119]. L’importance des NCS pour la description
des e´tats non-classiques du champ e´lectromagne´tique et le mouvement du centre
de masse atomique a e´te´ mise en e´vidence dans plusieurs travaux [120, 121, 122].
5.2.3 Interpre´tation non-line´aire de l’approche q−de´forme´e
La plupart des e´tudes publie´es sur la q−de´formation de l’alge`bre ne donnent
pas d’ide´e claire sur l’importance physique des ope´rateurs de cre´ation et d’annihi-
lation q−de´forme´s. Pour cette raison, il est important de souligner que la relation
liant la q−de´formation a` la non-line´arite´ constitue une des proprie´te´s majeures qui
font des q−oscillateurs des objets importants pour la physique [123].
Au de´but des anne´es 1990 les q−oscillateurs ainsi que leurs ge´ne´ralisation les
f -oscillateurs, ont e´te´ interpre´te´s comme des oscillateurs non-line´aires [124]. Dans
le cadre de l’e´tude des e´tats cohe´rents non-line´aires, Man’ko a de´fini un oscillateur
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de´forme´ dont les ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation sont de´finies par [118] :
A = af(nˆ) = f(nˆ+ 1)a ,
A+ = f(nˆ)a+ = a+f(nˆ+ 1) , (5.24)
avec nˆ = a+a. Les commutateurs correspondants ont la forme
[nˆ, A] = −A , (5.25)
[nˆ, A+] = A+ , (5.26)
[A,A+] = (nˆ+ 1)f 2(nˆ+ 1)− nˆf 2(nˆ) , (5.27)
et la fonction f(nˆ) fixant la de´formation se re´duit a` f(nˆ) = 1 dans le cas harmo-
nique.
Concernant notre alge`bre q−de´forme´e, et en suivant l’approche de Man’ko les
eqs. (5.8) et (5.9) peuvent eˆtre e´crites sous la forme
b = af(nˆ) = f(nˆ+ 1)a , (5.28)
b+ = f(nˆ)a+ = a+f(nˆ+ 1) , (5.29)
avec
[nˆ, b] = −b , (5.30)
[nˆ, b+] = b+ , (5.31)
[b, b+] = (nˆ+ 1)f 2(nˆ+ 1)− nˆf 2(nˆ) . (5.32)
Dans ce cas la fonction de de´formation prend la forme
f(nˆ) = 1 +
1
4
ε (nˆ− 1) , (5.33)
ve´rifiant la relation de commutation non-line´aire (5.32). Notons que f(ε→ 0) = 1.
Nous retrouvons ainsi l’alge`bre de Weyl-Heisenberg non-de´forme´e pour un para-
me`tre de de´formation nul.
La de´formation de la relation de commutation dans le sens de l’eq. (5.32) peut
eˆtre interpre´te´e a` travers les eqs. (5.28) et (5.29), comme une modification du
spectre associe´ a` l’oscillateur. Cette interpre´tation spectrale de la de´formation al-
ge´brique offre un mode`le simple pour l’e´tude des syste`mes a` spectre non-uniforme.
Dans la re´f. [125], Re´camier montre que le spectre de l’Hamiltonien obtenu a` partir
d’une telle de´formation est similaire a` celui des Hamiltoniens anharmoniques de
Morse ou de Po¨schl-Teller.
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Les e´tats cohe´rents que nous allons construire dans la section suivante a` partir
de l’alge`bre de´forme´e de´finie dans la sec. 5.1, auront donc un lien directe avec les
e´tats cohe´rents non-line´aires. Cette analogie permet de consolider l’interpre´tation
physique que nous avons attribuer a` notre q−de´formation a` travers l’interpre´tation
spectrale des e´tats cohe´rent non-line´aires. En effet, nous pouvons percevoir la petite
de´formation introduite dans la relation de commutation a` l’eq. (5.7) comme un
effet de de´cohe´rence agissant conside´rablement sur les proprie´te´s du syste`me et
son spectre d’e´nergie.
5.3 E´tats cohe´rents de´forme´s
Dans cette section nous allons construire des e´tats cohe´rents de´forme´s du type
DOCS (displacement operator coherent states) en partant de l’alge`bre de´forme´e
introduite dans la sec. 5.1. Ensuite, nous discuterons l’effet d’une telle de´formation
sur la concurrence d’un syste`me d’e´tats cohe´rents de´forme´s intrique´s.
5.3.1 Construction des e´tats cohe´rents de´forme´s
Nous obtenons les e´tats cohe´rents de´forme´s |α〉d par l’application de l’ope´rateur
de´placement de´forme´ sur le vide bosonique
|α〉d = Dd((α)|0〉 ,
= exp
(
αb+ − α¯b) |0〉 . (5.34)
L’obtention des e´tats cohe´rents a` partir de l’ope´rateur de´placement a e´te´ ge´ne´ra-
lise´e aux oscillateurs de´forme´s vers la fin des anne´es 1990 avec l’inconve´nient que
l’ope´rateur de´placement de´forme´ n’est pas unitaire [126]. Ne´anmoins, le proble`me
majeur dans ce genre de construction consiste dans le fait que le commutateur
entre les ope´rateurs bosoniques de´forme´s b et b+ n’est pas un nombre. Par conse´-
quent, l’ope´rateur de´placement obtenu en substituant les ope´rateurs standards a
et a+ par leurs e´quivalents de´forme´s ne peut pas eˆtre de´compose´ en produits. Pour
contourner ce proble`me nous allons inse´rer le terme supple´mentaire exp(α¯b) dont
l’action sur le vide bosonique |0〉 est nulle i. Ce terme supple´mentaire n’a donc
aucune influence sur la de´finition de l’e´tat |α〉d et l’eq. (5.34) s’e´crit :
|α〉d = exp
(
αb+ − α¯b) exp (α¯b) |0〉 . (5.35)
i. b|0〉 = bn|0〉 = 0⇒ eα¯b|0〉 = 1.
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La formule BCH donne´e par [127]
eXeY = exp(X + Y +
1
2
[X, Y ] +
1
12
[X, [X, Y ]]− 1
12
[Y, [X, Y ]]
− 1
24
[Y, [X, [X, Y ]]] + · · ·) , (5.36)
nous permet de de´composer l’ope´rateur utilise´ dans l’eq. (5.35) en produits d’ope´-
rateurs que nous appliquerons sur le vide |0〉. Cela permet de de´duire les e´tats
cohe´rents de´forme´s de l’ope´rateur de´placement. Ces derniers sont donne´s par :
|α〉d =
[
1 + ε
( |α|4
24
− |α|
2
6
αa+ +
1
8
α2a+2
)]
|α〉 , (5.37)
ou` |α〉 est l’e´tat cohe´rent non-de´forme´ (standard). L’annexe (D) regroupe les de´-
tails du calcul permettant le passage de l’eq. (5.35) a` l’eq. (5.37).
Une fois les e´tats cohe´rents “de´forme´s” (deformed coherent states (DCS)) obte-
nus, nous pouvons calculer le produit scalaire entre deux DCS :
d〈β|α〉d =
[
1 + ε
( |α|4 + |β|4
24
− |α|
2 + |β|2
6
β¯α +
1
4
β¯2α2
)]
〈β|α〉 , (5.38)
ou` nous avons utilise´ les formules
eβ¯aa+ = (a+ + β¯)eβ¯a , (5.39)
a eβa
+
= eβa
+
(a+ β) . (5.40)
A` partir de l’eq. (5.38) nous pouvons de´duire que
d〈α|α〉d = 〈α|α〉 = 1 . (5.41)
Par conse´quent, nos DCS sont normalise´s sans constante de normalisation ad-
ditionnelle, a` l’encontre des e´tats cohe´rents de´forme´s connus dans la litte´rature
[128, 129] .
D’autre part, le produit scalaire entre un e´tat cohe´rent standard et un e´tat
cohe´rent de´forme´ s’e´crit
〈β|α〉d =
[
1 + ε
( |α|4
24
− |α|
2
6
β¯α +
1
8
β¯2α2
)]
〈β|α〉 . (5.42)
De meˆme
d〈β|α〉 =
[
1 + ε
( |β|4
24
− |β|
2
6
β¯α +
1
8
β¯2α2
)]
〈β|α〉 . (5.43)
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Ces deux produits scalaires peuvent eˆtre utiles pour la composition d’e´tats cohe´-
rents intrique´s dans le cas ou` seulement certains syste`mes intrique´s sont repre´sente´s
par un e´tat cohe´rent de´forme´. En effet, dans une combinaison de plusieurs syste`mes
intrique´s il est possible qu’un seul syste`me subisse de la de´cohe´rence. Il sera alors
le seul a` avoir une syme´trie de´forme´e. Par exemple, dans le cas
|α〉(1) ⊗ |β〉(2)d + | − α〉(1) ⊗ | − β〉(2)d , (5.44)
seul le syste`me (2) est repre´sente´ par des e´tats de´forme´s.
5.3.2 Intrication des e´tats cohe´rents de´forme´s
L’apparition des e´tats cohe´rents intrique´s revient aux de´buts des anne´es 1960
selon la litte´rature. Cependant, le terme entangled coherent states (ECD) signi-
fiant “e´tats cohe´rents intrique´s” fut introduit par Sanders en 1992 dans des travaux
portants sur la construction des e´tats en question en utilisant un interfe´rome`tre
Mach-Zehnder non-line´aire [26]. Dans ce sens, des e´tudes ont montre´ qu’une non-
line´arite´ est requise afin de ge´ne´rer des ECS. Il est donc impossible d’obtenir ces
e´tats a` partir du seul biais de l’optique line´aire [130].
Peu apre`s la cre´ation des ECS pour un champ a` deux modes en propagation, un
protocole d’e´lectrodynamique quantique en cavite´ a e´te´ propose´ pour l’intrication
d’un e´tat cohe´rent dans un mode avec le vide dans le second mode [131]. Les ECS
se sont re´ve´le´s comme des outils indispensables pour diffe´rents protocoles en infor-
mation quantique suscitant un inte´reˆt sans cesse croissant. Ainsi, la cre´ation des
ECS a fait l’objet d’un bon nombre d’e´tudes depuis leurs apparition et reste au
cœur de plusieurs travaux de recherche [132].
Apre`s avoir construit les e´tats cohe´rents de´forme´s |α〉d dans la section pre´ce´-
dente, nous allons les combiner de fac¸on a` composer des e´tats cohe´rents intrique´s
de´forme´s. Nous allons discuter l’effet de la de´formation sur l’intrication des MECS.
Intrication bipartite des e´tats cohe´rents de´forme´s a` deux modes
En analogie a` l’e´tat cohe´rent intrique´ a` deux modes
|ψ〉 = µ|α〉 ⊗ |β〉+ ν|γ〉 ⊗ |δ〉 , (5.45)
nous conside´rons l’e´tat cohe´rent de´forme´ intrique´ suivant
|ψ〉d = µ|α〉d ⊗ |β〉d + ν|γ〉d ⊗ |δ〉d , (5.46)
ou` |α〉d, |γ〉d (respectivement |β〉d et |δ〉d) sont les e´tats cohe´rents de´forme´s du
syste`me 1 (et du syste`me 2 respectivement). µ et ν sont des coefficients complexes.
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En suivant la ref. [133] nous de´finissons la base orthogonale {||0〉, ||1〉} telle que :
||0〉 = |α〉d, ||1〉 = (|γ〉d − p1|α〉d)/N1 pour le syste`me 1, (5.47)
||0〉 = |β〉d, ||1〉 = (|δ〉d − p2|β〉d)/N2 pour le syste`me 2, (5.48)
ou`
p1 =d 〈α|γ〉d , N1 =
√
1− |p1| , (5.49)
p2 =d 〈β|δ〉d , N2 =
√
1− |p2| . (5.50)
Une fois les matrices densite´s re´duites ρ1(2) (respectivement ρ2(1)) pour le syste`me
1 (respectivement syste`me 2) calcule´es [134], la concurrence C prend la forme :
C = 2|µ||ν|
√
1− |p1|2
√
1− |p2|2
|µ|2 + |ν|2 + µν∗p∗1p2 + µ∗νp1p∗2
. (5.51)
Pour des e´tats dits general bipartite nonorthogonal pure states tel que l’e´tat |ψ〉d
donne´ par l’eq. (5.46), les conditions ne´cessaires et suffisantes pour une intrication
maximale ont e´te´ discute´es par H. Fu et al. dans la ref. [135]. Pour le cas q−de´forme´
|ψ〉d les meˆmes conditions restent valables pour l’obtention d’e´tats cohe´rents (non-
orthogonaux) d’intrication maximale. En effet, ces conditions sont :
µ = νeiθ, (θ ∈ R) , (5.52)
et
|α|2 + |γ|2 − 2α∗γ = |β|2 + |δ|2 − 2β∗δ − 2i(θ + π) . (5.53)
A` partir des eqs. (5.51), (5.52) et (5.53) nous pouvons remarquer que les condi-
tions requises pour une intrication maximale sont inde´pendantes du parame`tre de
de´formation. Ainsi, si l’e´tat cohe´rent intrique´ |ψ〉 a une intrication maximale alors
son analogue de´forme´ |ψ〉d aura aussi une intrication maximale. Par conse´quent,
les e´tats cohe´rents d’intrication maximale (maximally entangled coherent states
(MECS)) sont robustes a` la de´formation de l’alge`bre.
De plus, a` partir des conditions que nous venons d’e´voquer nous pouvons
construire de nouveaux e´tats cohe´rents de´forme´s avec une intrication maximale.
Par exemple, en plus des e´tats
|α〉d ⊗ | − α〉d − | − α〉d ⊗ | − 3α〉d , (5.54)
|α〉d ⊗ | − α〉d − | − iα〉d ⊗ |iα〉d , (5.55)
dont les analogue non-de´forme´s sont connus pour avoir une intrication maximale
avec C = 1 [135], nous pouvons avoir dans le cas de´forme´
|εα〉d ⊗ | − α〉d − | − α〉d ⊗ |εα〉d , (5.56)
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Figure 5.1. La concurrence de l’e´tat intrique´ |ψ〉d donne´e par l’eq. (5.61) en fonction
du parame`tre de de´formation ε et la phase θ pour |α| = 1.
et pour α, z, z′ ∈ R nous avons
|α〉d ⊗ | − α + zε〉d − | − α + (z′ − z)ε〉d ⊗ | − 3α + z′ε〉d , (5.57)
ou encore pour α ∈ R et z, z′ ∈ C
|α〉d ⊗ | − α + zε〉d − | − iα + (z′ − z)ε〉d ⊗ |iα + z′ε〉d , (5.58)
etc . . .
Prenons maintenant γ = α, δ = β et µ = 1 avec ν = µeiθ. L’e´tat de´forme´
intrique´ |ψ〉d donne´ par l’eq. (5.46) devient
|ψ〉d = |α〉d ⊗ |β〉d + eiθ|β〉d ⊗ |α〉d , (5.59)
et la concurrence de´finie dans l’eq. (5.51) sera donne´e par
C = 1− |d〈α|β〉d|
2
1 + cos θ|d〈α|β〉d|2 . (5.60)
Nous pouvons alors remarquer que l’e´tat |ψ〉d aurait un ebit d’intrication (one ebit
of entanglement) si une des conditions suivantes est satisfaite :
a) si l’e´tat |ψ〉d est antisyme´trique, i.e. θ = π, ainsi C = 1 inde´pendamment de
α et β.
b) si |α〉d et |β〉d sont orthogonaux, i.e. d〈α|β〉d ∼ 0 (pour α, β > 1), alors
C = 1 inde´pendamment de la phase θ.
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Figure 5.2. (a) La concurrence de l’e´tat syme´trique |ψ〉d(θ = 0) en fonction de
l’amplitude |α| et le parame`tre de de´formation ε. (b) Zoom sur l’intervalle |α| =
[0.9, 1.1].
Pour β = −α, l’e´tat |ψ〉d devient
|ψ〉d = |α〉d ⊗ | − α〉d + eiθ| − α〉d ⊗ |α〉d , (5.61)
et dans la limite WDA, la concurrence donne´e par l’eq. (5.60) s’e´crit
C = 1−
(
1 + 4
3
|α|4ε) e−4|α|2
1 + cos θ
(
1 + 4
3
|α|4ε) e−4|α|2 . (5.62)
Le calcul nume´rique de la concurrence donne´e ci-dessus en fonction de l’argument
α, la phase θ et le parame`tre de de´formation ε confirme que les e´tats MECS sont
robustes a` la de´formation de l’alge`bre. Ainsi, si un e´tat cohe´rent a une intrication
maximale elle reste maximale inde´pendamment de ε. En effet, la fig. 5.1 montre que
pour θ = π l’e´tat antisyme´trique |ψ〉d a une concurrence C = 1 (∀ε). Cependant,
quand θ 6= π la concurrence de´croit pour un parame`tre de de´formation plus grand.
Par exemple, dans l’intervalle θ ∈ [π, 2π] la de´pendance de C a` ε devient plus
marque´e pour une valeur plus grande de θ. Pour θ = 2π (ou θ = 0) nous pouvons
constater sur la fig. 5.1 (|α| = 1) que lorsque ε varie dans l’intervalle [−0.4, 0.4], la
concurrence diminue de ∆C ≃ 4.7%.
D’autre part, la fig. 5.2(a) montre que la concurrence croit pour un α crois-
sant jusqu’a` atteindre une intrication maximale avec C = 1 a` partir d’une valeur
suffisamment grande de α que nous noterons αthr(ε). L’e´tat |ψ〉d pre´serve une in-
trication maximale inde´pendamment de ε quand |α| > |αthr(ε)|. Avant cela, en
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Figure 5.3. Valeurs possibles du parame`tre de de´formation ε (zone en couleur verte)
pour un |α| donne´.
re´gime interme´diaire l’intrication des e´tats cohe´rents de´forme´s est significative-
ment affecte´e par la de´formation. Sur la fig. 5.2(b), pour |α| = 1 nous constatons
une diminution de 4.7% de la concurrence donne´e par l’eq. (5.62) quand le para-
me`tre de de´formation varie dans l’intervalle [−0.4, 0.4]. Dans le meˆme intervalle,
la concurrence diminue de 6.3% pour |α| = 0.9, et de 3% pour |α| = 1.1.
Nous pouvons remarquer sur la fig. 5.2(a) que la valeur de |αthr| de´pend du
parame`tre de de´formation. En effet, plus la de´formation est importante et plus le
seuil |αthr| requis pour une intrication maximale est grand.
La diminution de la concurrence due a` la de´formation peut eˆtre interpre´te´e
comme de la de´cohe´rence due a` une perturbation du syste`me quantique intrique´
par l’environnement exte´rieur, comme nous l’avons mentionne´ auparavant. Ainsi,
ε joue le roˆle d’un parame`tre de perturbation et de dissipation.
Notez que les valeurs du parame`tre de de´formation sont limite´es par la contrainte
4
3
|α4ε| ≪ 1 que nous pouvons de´river a` partir de l’eq. (5.62). Cette condition est
ne´cessaire afin d’avoir une se´rie perturbative convergente en ε .
Intrication bipartite des e´tats cohe´rents de´forme´s a` trois modes
Nous e´voquons dans cette section des re´sultats pre´liminaires concernant l’e´tude
de l’effet de la q−de´formation sur l’intrication des e´tats cohe´rents a` trois modes.
Ces derniers sont d’une grande utilite´ pour les processus de te´le´portation quan-
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Figure 5.4. La concurrence de l’e´tat q−de´forme´ |φd〉−1(23) en fonction du parame`tre
de de´formation ε pour |α| = 1.
tique par exemple. La de´formation de l’alge`bre peut eˆtre dans ce cas assimile´e aux
pertes subites par l’information transporte´e a` travers un canal bruite´ [136].
Conside´rons l’e´tat intrique´ a` trois modes
|φ〉123 = η (|α〉1|β〉2|σ〉3 ± |γ〉1|δ〉2|φ〉3) , (5.63)
ou` η =
1√
2(1± P1P2P3)
avec
P1 = 〈α|γ〉 ,
P2 = 〈β|δ〉 , (5.64)
P3 = 〈σ|φ〉 .
La concurrence de l’e´tat |φ〉123 est donne´e par [95] :
C123 =
[
C1(23)C2(13)C3(12)
]1/3
, (5.65)
ou` la concurrence C1(23) mesure l’intrication entre le syste`me (1) et le syste`me (23)
compose´ des deux modes 2 et 3. Elle est donne´e par
C1(23) =
√
2 [1− Tr(ρ21)] . (5.66)
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Prenons l’e´tat
|φ〉123 = η(|
√
2α〉1|α〉2|α〉3 ± | −
√
2α〉1| − α〉2| − α〉3) , (5.67)
avec η =
1√
2(1± e−8|α|2 .
Pour le cas |φ〉−1(23), l’intrication du syste`me (1) avec le syste`me (23) est maxi-
male [133]. Cet e´tat a e´te´ utilise´ comme canal quantique dans des processus de
te´le´portation quantique [137]. Pour l’e´tat q−de´forme´
|φd〉123 = η(|
√
2α〉d|α〉d|α〉d ± | −
√
2α〉d| − α〉d| − α〉d) , (5.68)
nous calculons nume´riquement la concurrence de l’e´tat intrique´ |φd〉−1(23). La fig.
5.4 montre une faible de´pendance de l’intrication du syste`me au parame`tre de
de´formation. L’intrication de cet e´tat semble alors eˆtre affecte´e par la de´formation
de l’alge`bre malgre´ le fait que son intrication est maximale dans le cas non-de´forme´,
meˆme si la diminution de la concurrence n’est que de l’ordre de 10−4. Ces re´sultats
pre´liminaires vont dans le sens des e´tudes faites dans le cadre de l’estimation de
la probabilite´ de succe`s d’un processus de te´le´portation quantique. Au fait, une
diminution de l’ordre de 10−4 a e´te´ constate´e sur la fide´lite´ du syste`me quantique
utilise´ dans un processus de te´le´portation quantique a` travers un canal bruite´ [138].
D’autre part, la ve´rification ou non de la relation de monogamie [139] peut eˆtre
un bon test pour l’investigation de l’effet de la de´formation sur l’intrication des
e´tats cohe´rents a` trois modes (en cours . . . ).
5.4 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons propose´ une alge`bre q−de´forme´e pour mode´liser
la de´cohe´rence quantique. Dans l’approximation d’une faible de´formation (WDA)
nous avons construit des e´tats cohe´rents de´forme´s et nous avons e´voque´ la relation
de ces derniers aux e´tats cohe´rents non-line´aires. Cette analogie rend plus intui-
tive l’interpre´tation de la q−de´formation comme une approche inte´ressante pour
la description des syste`me anharmoniques. Nous avons e´tudie´ l’effet d’une telle
de´formation sur l’intrication des e´tats cohe´rents. Il se re´ve`le que cette de´formation
donne la possibilite´ d’obtenir de nouveaux e´tats cohe´rents d’intrication maximale
par rapport au cas non-de´forme´. D’autre part, la quantification de l’intrication par
la concurrence permet de montrer que les e´tats cohe´rents intrique´s a` deux modes
ayant une intrication maximale sont robustes a` la de´formation de l’alge`bre. De plus,
mis a` part le cas d’intrication maximale, la concurrence de´croit en fonction du pa-
rame`tre de de´formation pour une phase θ et un argument α donne´s. Par ailleurs,
des re´sultats pre´liminaires permettent de constater que l’intrication bipartite pour
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des e´tats cohe´rents a` trois modes est aussi affecte´e par la de´formation, meˆme dans
le cas d’une intrication maximale. Ainsi, la q−de´formation de l’alge`bre peut eˆtre
interpre´te´e comme une mode´lisation de la de´cohe´rence agissant sur l’intrication du
syste`me et le parame`tre de de´formation ε peut eˆtre conside´re´ comme un parame`tre
d’ordre pour la cohe´rence.
En perspectives, des e´tudes en cours ont pour objectifs de faire le lien entre
les re´sultats de notre approche d’alge`bre q−de´forme´e et ceux de plusieurs e´tudes
faites dans le cadre de la de´cohe´rence et la te´le´portation quantiques [140].
En fin, nous tenons a` souligner que nous avons e´galement aborde´es d’autres
pistes dans le cadre de l’e´tude de l’intrication des e´tats cohe´rents, telles que les
effets de la de´formation de l’alge`bre ou la para-quantification sur les e´tats connus
par inteligent and squeezed coherent states. Les refs. [141, 142] jointes a` l’annexe
E regroupent les calculs re´alise´s dans ce sens.

Conclusion ge´ne´rale
Nous avons e´tudie´s dans la premie`re partie de ce manuscrit les effets de co-
he´rence en diffusion de la lumie`re par un nuage atomique, au-dela` de la diffusion
simple. Nous avons pre´sente´ des mode`les the´oriques pour le traitement de tels
effets dans la diffusion double et multiple. Nous avons de´veloppe´ un formalisme
analytique pour le traitement de la diffusion double et montre´ la domination de
l’effet d’ombre en re´gime de diffusion multiple. En outre, nous avons mis en avant
la persistance d’une surprenante cohe´rence de phase entre les dipoˆles couple´s en
re´gime diffusif. Dans une deuxie`me partie, nous avons e´tudie´ a` travers l’approche
de l’alge`bre q−de´forme´e l’effet de la de´formation de la syme´trie sur l’intrication
des e´tats cohe´rents. Nous avons montre´ que cette de´formation pourrait avoir un
impact non ne´gligeable sur la concurrence des e´tats cohe´rents bipartie intrique´s.
Dans le chapitre 1 nous avons pre´sente´ deux me´thodes the´oriques qui offrent
une description cohe´rente de la diffusion de la lumie`re par un nuage atomique :
le mode`le des dipoˆles couple´s (CD) et l’approche de la se´rie de diffusion multiple
(MSS). Le mode`le CD inclut les interactions entre les dipoˆles atomiques a` l’ori-
gine des effets coope´ratifs auxquels nous nous inte´ressons. Il de´crit la diffusion d’un
champ incident de faible intensite´ par un nuage d’atome en de´sordre quelque soit le
re´gime de diffusion. Cependant il s’ave`re limite´ nume´riquement. L’approche MSS
offre une alternative simple et ave´re´e en re´gime de diffusion faible (petite e´paisseur
optique). Elle permet de de´crire l’interfe´rence des champs diffuse´s par les ordres
successifs de diffusion.
Dans le chapitre 2 nous avons utilise´ le principe ite´ratif de l’approche MSS pour
de´velopper un traitement analytique des premiers ordres de diffusion. La diffusion
double s’ave`re suffisante pour une bonne description de la re´trodiffusion cohe´rente
(CBS) pour un nuage de forme gaussienne et donne un re´sultat en accord avec une
expe´rience d’atomes froids. Nous avons obtenu une formule analytique de´crivant
la diffusion cohe´rente dans la direction du champ incident pour un nuage dilue´.
Le champ diffuse´ au second ordre de diffusion donne lieu a` un lobe de diffusion
cohe´rent vers l’avant. Les formules analytiques de l’intensite´ rayonne´e au premier
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et second ordre de diffusion sont en bon accord avec les re´sultats de la re´solution
nume´rique de la MSS. Nous avons aussi pu observer une interfe´rence destructive
entre le premier et le second ordre de diffusion sur l’intensite´ diffuse´e par le nuage.
Nous avons ainsi montre´ que MSS non seulement donne une bonne description de
la faible diffusion mais aussi permet de mettre en avant l’importance de la contri-
bution de chaque ordre de diffusion (notamment le second) a` travers des effets
d’interfe´rence inte´ressants.
Nous avons pre´sente´ dans le chapitre 3 une expe´rience re´alise´e a` Nice mesurant
la force de pression de radiation (RPF) collective applique´e sur le centre de masse
d’un nuage d’atomes froids, soumis a` un champ laser re´sonant. Cette mesure vient
comme suite a` une se´rie d’expe´riences similaires re´alise´es hors re´sonance atomique.
Dans les expe´riences re´alise´s auparavant, la re´duction de la RPF fut interpre´te´e
comme une signature des effets coope´ratifs dans le nuage atomique. La mesure a`
re´sonance devrait permettre de sonder les effets coope´ratifs en diffusion multiple
ou` de tels effets cohe´rents sont sense´s disparaitre. En effet, les re´sultats montrent
une re´duction de la RPF. De plus cette re´duction est bien de´crite par le mode`le
CD. Par contre, il s’ave`re que le meˆme re´sultat est pre´vu par les simulations Monte
Carlo d’une marche au hasard de photons (RW). En fait, la re´duction de la RPF
est le re´sultat d’un effet d’ombre duˆ au re´gime diffusif. Elle ne peut donc pas
constituer une signature des effets coope´ratifs, du moins dans les re´gimes de dif-
fusion ou` l’effet d’ombre est de´terminant. D’autre par nous avons remarque´ que
l’histogramme des photons diffuse´s obtenu a` travers le mode`le incohe´rent RW est
quasi-identique au diagramme de l’intensite´ diffuse´e donne´e par l’approche CD.
Ceci n’empeˆche que certains effets cohe´rents survivent a` la diffusion multiple. No-
tamment une surprenante cohe´rence de phase entre les dipoˆles induits.
Nous avons e´tudie´ dans le chapitre 4 l’e´volution des phases d’une couche d’atomes
(slab) en re´gime diffusif. Nous avons pu constate´ qu’une certaine cohe´rence de
phase subsiste malgre´ la diffusion multiple dans le nuage atomique. Nous avons
quantifie´ cette cohe´rence par un parame`tre d’ordre a` la Kuramoto que nous avons
compare´ aux formules analytiques de la the´orie du transfert radiatif (RTE). Un
de´crochement des courbes du parame`tre d’ordre par rapport aux re´sultats ana-
lytiques indique une persistance de la cohe´rence en re´gime diffusif au dela` des
pre´diction de la RTE. D’autre part, la distribution de probabilite´ de l’intensite´ des
dipoˆles donne´e par le mode`le cohe´rent CD, montre vraisemblablement une de´via-
tion par rapport aux pre´visions de la RTE pour de grandes e´paisseurs optiques.
Par conse´quent, nous sommes enclin a` croire qu’un effet de cohe´rence au dela` de
l’extinction triviale du champ incident survit a` la diffusion multiple. Nous pen-
sons qu’une sorte de synchronisation coope´rative entre les dipoˆles pourrait agir a`
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l’encontre d’une de´cohe´rence totale dans le nuage. A` ce stade, nous ne sommes
pas encore en mesure de de´terminer avec pertinence la nature et les raisons de
cet effet. Nous espe´rons que les investigations en cours nous aideront a` voir plus
claire, notamment celles concernant le coefficient de transmission marque´es par un
de´crochement syste´matique des courbes CD par rapport a` la RTE.
Dans la deuxie`me partie du manuscrit nous avons e´tudie´ l’effet d’une de´forma-
tion de l’alge`bre de Weyl-Heisenberg sur l’intrication des e´tats cohe´rents de l’os-
cillateur harmonique. Nous avons construit des e´tats cohe´rents de´forme´s et nous
avons e´tabli une analogie entre ces derniers et les e´tats cohe´rents non-line´aires.
Cette analogie nous a permis d’interpre´ter la q−de´formation comme une signature
d’une brisure de syme´trie due a` la de´cohe´rence du syste`me a` cause de son envi-
ronnement. Nous avons calculer la concurrence pour les e´tats cohe´rents de´forme´s
intrique´s (EDCS). Il s’ave`re que les EDCS a` deux modes ayant une intrication
maximale sont robustes a` la de´formation de l’alge`bre. En revanche, ceux avec une
concurrence interme´diaire subissent une de´cohe´rence non ne´gligeable pour un para-
me`tre de de´formation croissant. La q−de´formation de l’alge`bre pourrait ainsi eˆtre
utilise´e comme une mode´lisation mathe´matique de la de´cohe´rence. Le parame`tre
de de´formation pourrait repre´senter un parame`tre d’ordre de de´cohe´rence pour les
e´tats cohe´rents intrique´s soumis a` une perturbation exte´rieure. Nous avons e´voque´
la possibilite´ de l’e´largissement de cette e´tude aux e´tats cohe´rents a` trois modes.
Les perspectives de ce travail sont a` la fois the´oriques et expe´rimentales. Expe´-
rimentalement, il sera inte´ressent de re´fle´chir a` un protocole qui permettrait l’ob-
servation du lobe de diffusion cohe´rente vers l’avant sans la contribution triviale
de la diffusion simple, dans des nuages optiquement dilue´s. Une autre expe´rience
probablement difficile a` re´aliser consiste en la mesure des phases des dipoˆles dans
le nuage atomique dans l’objectif d’observer la cohe´rence de´concertante aperc¸ue
the´oriquement dans les re´gimes de diffusion multiple. Ceci pourrait constituer une
signature des effets coope´ratifs dans les nuages atomiques soumis a` une faible ex-
citation. L’expe´rience en cours dans notre groupe a` Nice pour l’observation de la
sousradiance collective s’inscrit dans cette queˆte aux effets coope´ratifs. Du point de
vu the´orique, il sera inte´ressant d’e´largir les calculs analytiques re´alise´s a` travers
l’approche MSS aux ordres de diffusion supe´rieurs d’une part et a` la ge´ome´trie
slab d’autre part.Suit aux re´sultats obtenus autour de la mesure de la RPF, l’enjeu
principal sera de de´terminer le re´gime dans lequel l’effet d’ombre ne domine pas
le processus de diffusion. Un re´gime ou` les effets coope´ratifs ne devraient par eˆtre
masque´s par l’effet d’ombre dans le nuage. Cela se traduirait par trouver le jeux
de parame`tre ade´quat avec lequel le mode`le RW ne sera plus capable de de´crire
le processus et seul un mode`le cohe´rent pourra donner un re´sultat en accord avec
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les re´sultats expe´rimentaux. Il sera inte´ressant de faire le lien entre la limite de
convergence de la se´rie MSS et un tel re´gime. La de´termination des causes et de la
nature de la cohe´rence survivant au re´gime de diffusion multiple sera d’une grande
utilite´ pour l’e´tude du duel entre la diffusion multiple et les effets coope´ratifs.
Elle pourra eˆtre e´tendue pour l’e´tude de la duel entre la localisation d’Anderson
et les effets coope´ratifs dans des nuages atomiques denses en re´gime de diffusion
forte. Ceci permettra la compre´hension de l’importance que pourraient avoir les
effets coope´ratifs dans des phe´nome`nes physiques importants tels que la supracon-
ductivite´ a` haute tempe´rature critique. D’autre part, il est inte´ressant d’e´tudier
l’intrication quantique entre les dipoˆles couple´s via un champ de faible intensite´, a`
l’image des e´tats de Dicke intrique´s. L’extension d’une telle e´tude dans le cadre de
l’optique quantique au-dela` du mode`le d’atome a` deux niveaux est aussi un sujet
captivant. Dans ce sens il est envisageable de re´aliser un mapping de l’approche
alge`bre q-de´forme´e sur un tel syste`me atomique. Cela pourrait avoir des applica-
tions inte´ressantes en transport quantique, notamment dans le cadre des me´moires
atomiques. Paralle`lement, le de´veloppement de l’approche q−de´formation pour la
mode´lisation de la de´cohe´rence dans les syste`me quantique s’inscrit dans la suite
d’une partie des travaux re´alise´s durant cette the`se. Cela aurait une utilite´ directe
dans les protocoles de transport cohe´rent de l’information quantique.
Annexes
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Annexe A
E´volution temporelle d’un
syste`me de N dipoˆles couple´s
A.1 E´quation d’e´volution temporelle en approche
classique
Dans cette annexe nous montrons que la description quantique de l’e´mission
collective d’un nuage de N atomes a` deux niveaux soumis a` une excitation faible
pre´sente´e dans la section 1.1, est en bonne analogie avec la radiation d’un syste`me
de N oscillateurs harmoniques classiques [143].
Soit rj(t) la position de l’e´lectron dans l’oscillateur j a` deux e´tats. L’e´quation
de mouvement relative au de´placement de l’e´lectron s’e´crit
∂2rj(t)
∂t2
+ ω2arj(t) = −
e
m
E(t, rj) , (A.1)
avec E(t, rj) le champ e´lectrique, e la charge de l’e´lectron, m la masse de l’e´lectron
et ωa la fre´quence de re´sonance de la transition atomique. Cette dernie`re caracte´rise
l’oscillation de l’e´lectron due a` la force attractive coulombienne exerce´e par le
noyau. La densite´ du courant e´lectrique est donne´e par
j(t, r) = −e
N∑
j=1
∂rj(t)
∂t
δ(r− rj) . (A.2)
En utilisant les e´quations de Maxwell microscopiques
∇× E = −∂B
∂t
, ∇×B = µ0j+ µ0ε0E(t, r)
∂t
, (A.3)
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nous obtenons (µ0ε0 = 1/c
2)
1
c2
∂2E
∂t2
−∇×∇× E = µ0∂j
∂t
, (A.4)
ou` µ0 et ε0 sont respectivement la perme´abilite´ et la permittivite´ du vide et c est
la vitesse de lumie`re dans le vide. En utilisant ∇×∇× E = ∇ · (∇ · E)−∆E et
en supposant que ∇ · E = 0 (la charge de l’e´lectron e´tant compense´e par celle du
noyau) nous obtenons
∆E− 1
c2
∂2E
∂t2
= −eµ0
N∑
j=1
∂2rj(t)
∂t2
δ(r− rj) . (A.5)
Supposons que les e´lectrons oscillent dans la meˆme direction ǫˆ tel que rj(t) = rj(t)ǫˆ.
Nous pouvons chercher alors des solutions aux eqs. (A.1) et (A.5) sous la forme
E(r, t) = ǫˆE0e
−i(ωt−k·r) + ǫˆEd(r, t)e
−iωt , (A.6)
rj(t) = lc βj(t)e
−iωt , (A.7)
avec Esc(rj, t) et βj(t) des fonctions qui varient lentement sur une e´chelle de temps
1/ωa et lc =
√
~
mωa
est la longueur caracte´ristique de l’oscillateur harmonique. En
substituant les eqs. (A.6) et (A.7) dans les eqs. (A.1) et (A.5) et en ne´gligeant les
de´rive´es d’ordre supe´rieur en t nous obtenons
−2iωlc∂βj(t)
∂t
= (ω2 − ω2a)lcβj(t)−
e
m
(
E0e
ik·rj + Esc(rj, t)
)
, (A.8)
∇2Esc + k2Esc = ω2µ0elc
N∑
j=0
βj(t)δ(r− rj) , (A.9)
avec k = ω/c. L’eq. (A.9) a la forme d’une e´quation de Helmholtz
(∇2 + k2)Esc(r) = −f(r) . (A.10)
En terme de la fonction de Green solution de l’e´quation
(∇2 + k2)G(r− r′) = −δ(r− r′) , (A.11)
la solution a` l’eq. (A.10) est donne´e par
Esc(r, t) =
∫
f(r′)G(r− r′)dr′ . (A.12)
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Afin de respecter le principe de causalite´, on doit choisir la fonction de Green
retarde´e
GR(r− r′) = exp (ik | r− r
′ |)
4π | r− r′ | . (A.13)
Ainsi,
Esc(r, t) = −ωµ0e
4π
N∑
j=0
βj(t)
∫
δ(r − rj)exp (ik | r− r
′ |)
| r− r′ | dr
′ . (A.14)
L’inte´gration sur r′ donne
Esc(r, t) = −ω
2µ0e
4π
N∑
j=0
βj(t)
exp (ik | r− rj |)
| r− rj | . (A.15)
En substituant cette solution dans l’eq. (A.8) et en introduisant le de´saccord du
laser ∆ = ω − ωa et la pulsation de Rabi Ω = lceE0/~, nous obtenons
∂βj
∂t
= − iΩ
2
eik·rj +
(
i∆− Γcl
2
)
βj + i
Γcl
2
N∑
m 6=j
βm
exp (ik | rj − rm |)
k | rj − rm | , (A.16)
avec
Γcl =
ω2e2
4πε0mc3
, (A.17)
le taux d’e´mission “ scalaire ” des atomes en approche “ classique ”. Le premier
terme de l’eq. (A.16) de´crit le couplage des dipoˆles au laser incident. Le second
repre´sente l’e´volution naturelle des dipoˆles en tenant compte de la dure´e de vie des
niveaux excite´s et le dernier terme Gjm =
∑N
m 6=j
exp (ik | rj − rm |)
k | rj − rm | de´crivant les
interactions dipoˆle-dipoˆle inclut tous les effets de cohe´rence auxquels nous allons
nous inte´resser. Notons que l’eq. (A.16) obtenue par l’approche classique est e´qui-
valente a` l’eq. (1.16) de´rive´e dans le cadre de la me´canique quantique en prenant
en conside´ration les processus virtuels lie´s aux termes non-re´sonants de l’Hamilto-
nien atomes-rayonnement. Dans ce sens, l’expression du taux d’e´mission classique
Γcl donne´e par l’eq. (A.17), est similaire a` celle obtenue quantiquement dans l’eq.
(1.17) en remplac¸ant d par elc/2. Ceci est e´quivalent a` la relation donne´e dans la
ref. [50]
Γ = Γcl
2mωa
~
d2
e2
. (A.18)
Par conse´quent, le comportement many-body de l’e´mission spontane´e d’une collec-
tion de N atomes a` deux niveaux peut eˆtre de´crit par un mode`le d’oscillateurs
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harmoniques classiques. Cependant, cette analogie n’est possible que pour une
faible excitation de l’ensemble atomique correspondant au re´gime de l’optique li-
ne´aire [144]. Dans la limite oppose´e l’e´mission collective peut eˆtre sensiblement
diffe´rente dans l’approche classique par rapport au traitement quantique [145].
A.2 E´quation d’e´volution temporelle en approche
quantique
Nous allons pre´senter les de´tails de la de´rivation de l’eq. (1.16) dans l’approche
quantique conside´re´e dans le chapitre 1. Dans le cadre de l’approximation de Mar-
kov nous supposons que βj(t
′) ≈ βj(t) dans l’inte´gral de l’eq. (1.15). Cette approxi-
mation Markovienne est valable dans le cas d’une de´sexcitation lente du syste`me
devant le temps de vol du photon dans le nuage 1/Ω ≫ L/c ou` L repre´sente la
taille du nuage. En effectuant l’inte´grale sur t′ et en remplac¸ant la somme sur k par
une inte´grale
∑
k →
Vph
(2π)3
∫
d3k avec Vph le volume de quantification du photon,
nous obtenons
β˙j(t) =− i
2
Ωαe−i∆t+ik·rj +
iVph
(2π)3
βj(t)
∫
d3k g2k
(
1− e−iωk−ωat
ωk − ωa
)
+ (N − 1) iVph
(2π)3
βj(t)
∫
d3k g2k
(
1− e−i(ωk+ωa)t
ωk + ωa
)
+
iVph
(2π)3
∫
d3k
N∑
j′=1,j′ 6=j
g2k
[(
1− e−iωk−ωat
ωk − ωa
)
eik(rj−rj′
+
(
1− e−i(ωk+ωa)t
ωk + ωa
)
e−ik(rj−rj′
]
βj′(t) , (A.19)
L’inte´gration sur les directions de k avec ωk = ck et k0 = ωa/c donne
β˙j(t) =− i
2
Ωαe−i∆t+ik·rj +
iVph
2π2c
βj(t)
∫ ∞
0
dkk2 g2k
(
1− e−ic(k−k0)t
k − k0
)
+ (N − 1) iVph
2π2c
βj(t)
∫ ∞
0
dk k2 g2k
(
1− e−ic(k+k0)t
k + k0
)
+
iVph
2π2c
∫ ∞
0
dk k2
N∑
j′=1,j′ 6=j
g2k
[(
1− e−ic(k−k0)t
k − k0
)
+
(
1− e−ic(k+k0)t
k + k0
)]
sin(k|rj − rj′ |)
k|r− rj′ | βj
′(t) . (A.20)
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Nous remplac¸ons k0 par k0+ i0 et e´liminons les facteurs exponentiels contenant t.
Ces facteurs oscillent rapidement lors de l’inte´gration sur k et peuvent donc eˆtre
ne´glige´s. Nous obtenons alors
β˙j(t) =− i
2
Ωαe−i∆t+ik·rj +
iVph
2π2c
βj(t)
∫ ∞
0
dkk2 g2k
(
1
k − k0 − i0
)
+ (N − 1) iVph
2π2c
βj(t)
∫ ∞
0
dk k2 g2k
(
1
k + k0 + i0
)
+
iVph
2π2c
∫ ∞
0
dk k2
N∑
j′=1,j′ 6=j
g2k
[(
1
k − k0 − i0
)
+
(
1
k + k0 + i0
)]
sin(k|rj − rj′ |)
k|r− rj′ | βj
′(t) . (A.21)
Les deux premiers termes de l’eq. (A.21) peuvent eˆtre re´-e´crits en utilisant la
relation
1
x± i0 = P
1
x
± iπδ(x) , (A.22)
ou` P est la valeur principale de Cauchy. En rappelant que gk = ωa d
~
√
~
ε0ωVph
β˙j(t) =− i
2
Ωαe−i∆t+ik·rj +
iΓ
2πk0
βj(t)
∫ ∞
0
dk k
(
P 1
k − k0 + iπδ(k − k0)
)
+
iΓ
2πk0
(N − 1) βj(t)
∫ ∞
0
dk k
(
P 1
k + k0
+ iπδ(k + k0
)
(A.23)
+
iΓ
2πk0
∑
j′ 6=j
∫ ∞
0
dk
[
1
k − k0 − i0 +
1
k + k0 + i0
]
sin(k|rj − rj′ |)
|rj − rj′ | βj
′ ,
avec Γ =
k30d
2
2πε0~
la largeur de raie atomique. L’inte´grale sur k du dernier terme
peut eˆtre transforme´e en une inte´grale entre −∞ et ∞∫ ∞
0
dk
[
1
k − k0 − i0 +
1
k + k0 + i0
]
sin(k|rj − rj′ |)
=
∫ ∞
∞
dk
sin(k|rj − rj′ |)
k − k0 − i0
=
1
2i
∫ ∞
−∞
dk
(
eik|rj−rj′ |
k − k0 − i0 −
e−ik|rj−rj′ |
k − k0 − i0
)
. (A.24)
En fait, l’inte´gration sur k de l’eq. (A.24) est effectue´e par la me´thode des re´sidus.
Pour le premier terme on choisit un contour dans le plan complexe supe´rieur et
120
pour le deuxie`me terme on choisit un contour dans le plan complexe infe´rieur.
D’autre part, l’inte´gration du deuxie`me terme donne zero. l’eq. (A.23) devient
β˙j(t) =− i
2
Ωαe−i∆t+ik·rj +
iΓ
2πk0
βj(t)
∫ ∞
0
dk k
[
P 1
k − k0 + P
N − 1
k + k0
]
− Γ
2
βj(t) + i
Γ
2
N∑
j′ 6=j
βj′
exp(ik0 | rj − rj′ |)
k0 | rj − rj′ | . (A.25)
Notons que le deuxie`me terme de l’eq. (A.25) correspond a` un de´placement de
fre´quence d’une valeur identique pour tous les βj. Ce shift constant sera ne´glige´
dans la suite. Nous obtenons alors un syste`me ferme´ d’e´quations diffe´rentielles pour
(α, βj)
α˙ =− i
2
Ω
∑
j
βje
i∆t−ik·rj , (A.26)
β˙j(t) =− i
2
Ωαe−i∆t+ik·rj − Γ
2
βj(t) + i
Γ
2
N∑
j′ 6=j
βj′
exp(ik0 | rj − rj′ |)
k0 | rj − rj′ | . (A.27)
A` faible saturation (re´gime line´aire), le syste`me est faiblement excite´ et nous sup-
posons que α ≈ 1. Nous pouvons ainsi ce limiter a` l’espace de Hilbert restreint a`
une seule excitation et ne´gliger les niveaux contenant plusieurs excitations. En pas-
sant au re´fe´rentiel tournant par le changement de variable β˜ = ei∆tβ, l’eq. (A.27)
s’e´crit
˙˜βj(t) =− i
2
Ωeik·rj +
(
i∆− Γ
2
)
β˜j(t) + i
Γ
2
N∑
j′ 6=j
β˜j′
exp(ik0 | rj − rj′ |)
k0 | rj − rj′ | . (A.28)
En omettant la notation tilde pour raison de simplification, nous obtenons fina-
lement l’e´quation diffe´rentielle a` laquelle ce re´duit notre proble`me d’interaction
lumie`re-atomes
β˙j(t) =− i
2
Ωeik·rj +
(
i∆− Γ
2
)
βj(t) + i
Γ
2
N∑
j′ 6=j
βj′
exp(ik0 | rj − rj′ |)
k0 | rj − rj′ | . (A.29)
Les coefficients βj que nous appellerons “ amplitudes des dipoˆles ” seront a` la base
de la description physique du syste`me.
Annexe B
De´rivation analytique de la
section efficace de diffusion
En partant de l’expression de l’amplitude de diffusion donne´e par l’eq. (1.34)
nous allons de´river analytiquement la section efficace de diffusion de´finie par l’eq.
(1.36)
σcsc =
1
k20
∫
dkˆ | f(kˆ) |2 , (B.1)
ou` kˆ repre´sente la direction du photon diffuse´.
A` partir de l’eq. (1.34) nous calculons
| f(kˆ) |2=
(
Γ
Ω
)2∑
j
∑
m
βjβ
∗
me
−ikL·(rj−rm) , (B.2)
avec
k(θ, φ) = k0{sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(φ), cos(θ)} , (B.3)
rj − rm = rjm{sin(θ′) cos(φ′), sin(θ′) sin(φ′), cos(θ′) , (B.4)
ou` θ est l’angle entre l’axe du faisceau incident correspondant a` l’axe eˆz et la
direction du photon diffuse´ de´finie par le vecteur d’onde k = k0(kˆ). φ est l’angle
faisant la rotation autour de eˆz, alors que θ
′ et φ′ sont les coordonne´es sphe´riques
entre les positions de deux dipoˆles. En employant les formules donne´es par les eqs.
(B.3) et (B.4), le produit scalaire k · (rj − rm) peut eˆtre re´-e´crit sous la forme
k · (rj − rm) = k0rjm{sin(θ) cos(φ) · sin(θ′) cos(φ′)
+ sin(θ) sin(φ) · sin(θ′) sin(φ′) + cos(θ) · cos(θ′)}. (B.5)
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En utilisant
cos(φ− φ′) = cos(φ) cos(φ′)− sin(φ) sin(φ′) , (B.6)
nous pouvons simplifier l’expression donne´e par l’eq. (B.5)
k · (rj − rm) = k0rjm{sin(θ) · sin(θ′) cos(φ − φ′) + cos(θ) · cos(θ′)}. (B.7)
Nous nous inte´ressons a` l’inte´gration de la partie exponentielle de l’eq. (B.2)
sur les angle θ et φ.
Inte´gration sur φ
En utilisant la formule
J0(x) =
1
2π
∫ 2pi
0
dφ e−i cos(φ) ·x , (B.8)
ou` J0 est la fonction de Bessel d’ordre 0, nous pouvons e´crire∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
sin(θ)dθ e−ik·(rj−rm) =
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
sin(θ)dθ
× exp
(
− i(k0rjm{sin(θ) · sin(θ′) cos(φ− φ′) + cos(θ) · cos(θ′)}
)
(B.9)
=
∫ pi
0
sin(θ)dθJ0
[
k0rjm sin(θ) · sin(θ′)
]
× exp{−ik0rjm cos(θ′) cos(θ)} . (B.10)
Nous de´duisons alors
| f(θ) |2=
(
Γ
Ω
)2∑
j
∑
m
βjβ
∗
m J0
[
k0 dT sin(θ)
]
e−ik0(zj−zm) cos(θ) , (B.11)
avec dT =
√
(xj − xm)2 + (yj − ym)2 la distance transverse entre les dipoˆles j et
m. A` ce stade et a` partir de la forme de l’amplitude diffusion donne´e par l’eq.
(B.11) nous pouvons calculer le flux de l’intensite´ diffuse´e Isc en utilisant
Isc(θ) =
ε0c
2
(
~Γ
d k0r
)2∑
j
∑
m
βjβ
∗
m J0
[
k0 dT sin(θ)
]
e−ik0(zj−zm) cos(θ) , (B.12)
en calculant l’inte´gration sur θ nume´riquement. Sinon, nous pouvons effectuer l’in-
te´gration sur θ analytiquement aussi comme nous allons le montrer.
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Inte´gration sur θ
En conside´rant x = cos(θ) nous pouvons faire le changement de variable sui-
vant : ∫ pi
0
dθ sin(θ) =
∫ 1
−1
dx . (B.13)
En injectant cela dans l’eq. (B.9) nous obtenons
2π
∫ 1
−1
dx J0
[
k0rjm sin(θ
′) ·
√
1− x2
]
exp{−ik0rjm cos(θ′)x} ,
= 2π
∫ 1
−1
dxJ0
[
k0rjm sin(θ
′) ·
√
1− x2
]
cos{−ik0rjm cos(θ′)x} ,
= 2π
∫ 1
−1
dxJ0
[
b ·
√
1− x2
]
cos{cx} ,
= 4π
∫ 1
0
dxJ0
[
b ·
√
1− x2
]
cos{cx} , (B.14)
ou` b = k0rjm cos(θ
′) et c = k0rjm sin(θ
′). En utilisant l’inte´grale [146]∫ a
0
dxJ0
[
b ·
√
a2 − x2
]
cos{cx} = sin
(
a
√
b2 + c2
)
√
b2 + c2
; b > 0 , (B.15)
nous obtenons a` partir de l’eq. (B.14)∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
sin(θ)dθ e−ik·(rj−rm) = 4π
∫ 1
0
dxJ0
[
b ·
√
1− x2
]
cos{cx} ,
= 4π
sin(k0 · rjm)
k0 · rjm . (B.16)
Ainsi,∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
sin(θ)dθ | f(θ, φ) |2 = (Γ
Ω
)2∑
j
∑
m
βjβ
∗
me
−ik·(rj−rm) ,
=
(Γ
Ω
)2∑
j
∑
m
βjβ
∗
m4π
sin(k0 · rjm)
k0 · rjm . (B.17)
Par conse´quent, l’eq. (B.1) de´finissant la section efficace de diffusion du nuage
atomique prend la forme
σcsc =
4π
k20
Γ2
Ω2
∑
j
∑
m
βjβ
∗
m
sin(k0rjm)
k0rjm
. (B.18)

Annexe C
De´rivation de la force de pression
de radiation intrinse`que (IRPF)
La conservation de la quantite´ de mouvement nous permet de directement lier
le diagramme d’e´mission de l’e´chantillon atomique en champ lointain au transfert
de la quantite´ de mouvement au centre de masse du nuage atomique. Dans cette
annexe nous allons pre´senter la de´rivation de la IRPF pour les deux mode`les the´o-
riques CD et RW reliant la force a` l’intensite´ diffuse´e. Nous pre´senterons aussi
la formule analytique qui fait le lien entre le de´placement du centre de masse du
nuage atomique mesure´ dans l’expe´rience et la IRPF. Afin de mettre en e´vidence
le comportement collectif du nuage, nous allons normaliser cette force intrinse`que
par la force agissant sur un atome dans un nuage d’atomes inde´pendants. Pour
cela nous pre´senterons dans cette annexe un bref re´capitulatif de la physique a` un
atome obtenue a` travers le mode`le CD.
C.1 IRPF en expe´rience
Le de´placement du centre de masse du nuage ∆x est mesure´ par imagerie
d’absorption [51] apre`s un temps de vol (time of flight) ttof ∼ 12 ms (voir sec.
3.3.1). Il peut eˆtre de´duit a` partir de la formule
∆x =
1
2
acmt
2
p + vcmttof , (C.1)
= acm
[
1
2
t2p + tpttof
]
. (C.2)
ou` vcm = acmtp est la vitesse du centre de masse du nuage et acm est l’acce´le´ration
du centre de masse du nuage. Elle est acquise quand ce dernier est illumine´ par
le faisceau laser pousseur durant un temps de pousse´e (pushing time) tp ∼ 50µs.
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Le lien entre le de´placement du centre de masse et la IRPF est fait a` travers
l’acce´le´ration du centre de masse et donne´ par
Nmaacm =
∑
j
Fj , (C.3)
ou` ma est la masse atomique, et Fj est la force de pression de radiation ressenti
par l’atome j. Nous de´finissons la force intrinse`que expe´rimentale applique´e sur
chaque atome dans le nuage par
FEX =
∑
j Fj
N
, (C.4)
= maacm , (C.5)
=
ma∆x
1
2
t2p + tpttof
. (C.6)
De manie`re concre`te, l’expe´rience mesure le de´placement du centre de masse du
nuage ∆x. La formule (C.6) permet de tracer les courbe de la force de pression de
radiation intrinse`que applique´e sur chaque atome du nuage a` partir des donne´es
expe´rimentales.
C.2 IRPF en mode`le CD
Nuage atomique tre`s dilue´ : atomes inde´pendants
Dans un nuage tre`s dilue´ de N atome inde´pendants, les proprie´te´ physiques de
chaque atome ne son pas affecte´es par la pre´sence des autres atomes dans le nuage.
L’aspect tre`s dilue´ du nuage fait que les atomes ne se ressentent pas et n’inter-
agissent pas. La physique de´crivant chaque atome dans le nuage est exactement la
meˆme que celle de´crivant un atome unique. Afin de normaliser la force de pression
de radiation “ intrinse`que ” applique´e sur les atomes dans un nuage peut dilue´,
nous allons de´duire la force agissant sur un atome inde´pendant.
Pour un seul atome de coordonne´es r = (0, 0, 0), le terme d’interaction collective
de l’eq. (1.16) disparait, ainsi que l’exponentiel dans le terme de pilotage. Nous
obtenons alors dans le re´gime stationnaire(
i∆0 − Γ
2
)
β1 − iΩ0
2
= 0 . (C.7)
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Ainsi,
β1 =
i
Ω0
2(
i∆0 − Γ
2
) , (C.8)
=
Ω0
Γ
1
(2δ + i)
. (C.9)
d’ou`
|β1|2 =
(
Ω0
Γ
)2
1
(1 + 4δ2)
, (C.10)
avec δ = ∆0/Γ. Sachant que l’eq. (1.27) donne
Isc(θ, φ) =
I0
k20r
2
| f(θ, φ) |2 , (C.11)
et a` partir de l’eq. (1.34) nous de´duisons l’intensite´ diffuse´e de manie`re isotrope
par un atome unique
I1 =
1
k20r
2
I0
1 + 4δ2
, (C.12)
avec I0 = ε0cE
2
0/2. L’intensite´ diffuse´e par un nuage dilue´ de N atomes inde´pen-
dants s’e´crit alors
Iind = NI1 . (C.13)
La force de pression de radiation agissant sur un seul atome dans un nuage de N
atomes inde´pendants est alors donne´e par
F1 =
4πr2
c
I1 (C.14)
=
4π
k20
1
c
I0
(1 + 4δ2)
(C.15)
=
σscI0
c
, (C.16)
ou` σsc = σ0
1
1 + 4δ2
=
4π
k20
1
1 + 4δ2
est la section efficace de diffusion atomique. Et
la force agissant sur le syste`me dilue´ de N atomes inde´pendants est
Find = NF1 , (C.17)
=
4πr2
c
NI1 , (C.18)
= N
σscI0
c
. (C.19)
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Nous rappelons que dans notre proce´de´ expe´rimental pre´sente´ dans la sec. 3.3.1,
l’intensite´ du laser incident est ajuste´e de manie`re a garder le parame`tre de satu-
ration du nuage constant.
s(δ) =
I0/Isat
1 + 4δ2
,
=
2(Ω/Γ)2
1 + 4δ2
. (C.20)
Notons que s(δ) ∝ |β1|2. Ainsi s(δ) repre´sente l’intensite´ effective vue par chaque
atome inde´pendant provenant directement du laser incident. Par conse´quent, fixer
le parame`tre de saturation a` une valeur constante nous permet de garder la phy-
sique a` UN atome, repre´sente´ par l’eq. (C.12), inchange´e. Ceci afin d’eˆtre en mesure
de normaliser la IRPF donne´e par les trois approches par F1.
Nuage atomique dilue´
Dans le mode`le de dipoˆle couple´s pour la diffusion collective, la composante de
la force de pression de radiation intrinse`que ressentie par chaque atome, suivant eˆ
est donne´e par (voir sec. 3.3)
FCD =
r2
Nc
∫
dφ sin(θ)dθ(1− cos θ)Isc(θ, φ) (C.21)
avec
Isc(θ, φ) =
I0
k20r
2
| f(θ, φ) |2 , (C.22)
l’intensite´ diffuse´e. Nous normalisons la force intrinse`que agissant sur chaque atome
par la force applique´e sur un atome dans le cas d’une collection atomes inde´pen-
dants
FCD
F1
=
(
r2
Nσ1I0
)∫
dφ sin(θ)dθ [1− cos(θ)] Isc(θ, φ) , (C.23)
que nous e´crivons sous la forme
FCD
F1
=
σCD
Nσ1
〈1− cos(θ)〉 . (C.24)
ou` nous utilisons la formule de la section efficace de diffusion du nuage atomique
en mode`le CD
σCD =
1
k20
∫
dΩ | f(Ω) |2 , (C.25)
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et nous de´finissons la moyenne d’une fonction g(Ω) par
〈g(Ω)〉 =
∫
dΩg(Ω) | f(Ω) |2∫
dΩ | f(Ω) |2 , (C.26)
ou` dΩ = dφ sin θdθ est l’e´le´ment d’angle solide. Pour un grand de´saccord, l’e´pais-
seur optique b(δ) = b0/(1 + 4δ
2) diminue. Le nuage tend alors vers le re´gime dilue´
et FCD → F1.
C.3 IRPF en mode`le RW
La puissance diffuse´e totale dans le mode`le incohe´rent de marche au hasard,
est de´finie par
PRW =
(
dNsc
dt
)
~ω = σRWI0 , (C.27)
ou`
dNsc
dt
est le nombre des photons diffuse´s par unite´ de temps et σRW est la section
efficace de diffusion du nuage pour le mode`le RW donne´e par
σRW = 2πσ
2
R Ein(b) . (C.28)
La variation de la quantite´ de mouvement d’un photon diffuse´ est donne´e par
∆p =
dNsc
dt
~k〈1− cos θ〉tp . (C.29)
Par conse´quent, la force de pression de radiation intrinse`que (IRPF) applique´e sur
chaque atome dans le nuage de N atomes identiques s’e´crit
FRW =
1
N
∆p
tp
, (C.30)
=
~k
N
dNsc
dt
〈1− cos θ〉 , (C.31)
=
~ω
Nc
dNsc
dt
〈1− cos θ〉 , (C.32)
=
σRWI0
Nc
〈1− cos θ〉 , (C.33)
ou` 〈cos θ〉 = 1
Nsc
∑
j cos θj. La force de pression de radiation applique´e sur le centre
de masse du nuage s’e´crit alors
FRWtot = NF
RW . (C.34)
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La normalisation de la IRPF par la force de pression de radiation ressenti par
chaque atome d’un nuage d’atomes inde´pendants donne
FRW
F1
=
σRW
Nσ1
〈1− cos(θ)〉 . (C.35)
Nous allons comparer cette IRPF donne´e par la simulation Monte Carlo a` la force
obtenue par le mode`le CD ainsi qu’a` celle mesure´e sur l’expe´rience afin de sonder
une e´ventuelle pre´sence d’effets coope´ratifs en re´gime de diffusion multiple.
Annexe D
De´rivation des e´tats cohe´rents
de´forme´s
Dans cette annexe nous pre´sentons les de´tails de la de´rivation des e´tats co-
he´rents normalise´s donne´s par l’eq. (5.37), a` travers l’application de l’ope´rateur
de´placement de´forme´ Dd(α) sur le vide
|α〉d = Dd((α)|0〉d , (D.1)
= exp
(
αb+ − α¯b) |0〉d , (D.2)
= exp
(
αb+ − α¯b) exp (α¯b) |0〉d , (D.3)
ou` nous avons inse´re´ le terme eα¯b sachant que b|0〉d = bn|0〉d = 0 et par conse´quent
eα¯b|0〉d = 1.
Dans la suite de notre e´tude nous allons conside´rer l’e´tat du vide de´forme´
|0〉d comme e´tant e´quivalent a` son analogue non-de´forme´ |0〉 [147]. Cela peut eˆtre
facilement ve´rifie´ en conside´rant |0〉d = κ (|0〉+ ε|ξ〉) ou` |ξ〉 est un ket arbitraire et
κ est une constante de normalisation. L’application de l’ope´rateur d’annihilation
bosonique de´forme´ sur le vide de´forme´ donne
b|0〉d = κ
(
a+
ε
4
a+a2
)
(|0〉+ ε|ξ〉) ,
= 0 . (D.4)
Cela implique |0〉d = κ(1 + ε)|0〉. En imposant la condition de normalisation
d〈0|0〉d = 1 nous arrivons a` l’e´galite´
|0〉d = |0〉 . (D.5)
Afin de de´river les e´tats cohe´rents de´forme´s, nous aurons besoin de de´compo-
ser l’ope´rateur de´placement en produit d’ope´rateurs. Pour cela nous utilisons la
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formule BCH :
ln
(
eXeY
)
= X + Y +
1
2!
[X, Y ]
+
1
3!
[X, [X, Y ]]/2− 1
3!
[Y, [X, Y ]]/2− 1
4!
[Y, [X, [X, Y ]]]
+
1
5!
([[[[X, Y ], Y ], ]Y ], X] + [[[[Y,X], X], X], Y ])
+
1
360
([[[[X, Y ], X], ]Y ], X] + [[[[Y,X], Y ], X], Y ])
− 1
720
([[[[X, Y ], Y ], Y ], Y ] + [[[[Y,X], X], X], X]) + · · · (D.6)
Dans l’eq. (D.3) nous de´finissons
X = αb+ − α¯b , Y = α¯b , (D.7)
et nous calculons les ope´rateurs requit pour la formule BCH ci-dessus :
[X, Y ] = [αb+ − α¯b, α¯b] ,
= (αb+ − α¯b) · α¯b− α¯b · (αb+ − α¯b) ,
= −|α|2[b, b+] ,
= −|α|2(1 + εb+b) . (D.8)
[X, [X, Y ]] = −|α|2 [αb+ − α¯b, 1 + εb+b] ,
= |α|2ε (αb+ + α¯b) +O(ε2) , (D.9)
ou` nous avons utilise´ [A,BC] = [A,B]C + B[A,C] et nous avons ne´glige´ tous les
termes au dela` du premier ordre en ε dans le cadre de l’approximation WDA
(ε≪ 1).
[Y, [X, Y ]] = [α¯b,−|α|(1 + εb+b)] ,
= −|α|α¯ε [b, b+b] ,
= −|α|2α¯ε b+O(ε2) . (D.10)
[Y, [X, [X, Y ]]] = [α¯b, |α|2ε (αb+ + α¯b)] ,
= |α|4ε [b, b+] ,
= |α|4ε+O(ε2) . (D.11)
Remarquons que ce dernier commutateur repre´sentant le sixie`me terme dans la
formule BCH est un nombre (c-number). Par conse´quent tous les commutateurs
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suivants serons nuls. En utilisant les relations de commutations calcule´es plus haut
nous pouvons re´-e´crire nos e´tats cohe´rents de´forme´s
|α〉d = exp
(
αb+ − α¯b) exp (α¯b) |0〉 ,
= exp
[
αb+ − α¯b+ α¯b− 1
2
|α|2 (1 + εb+b) ,
+
1
12
|α|2ε (αb+ + α¯b)+ 1
12
|α|2α¯εb− 1
24
|α|4ε
]
|0〉 ,
= e−
|α|2
2 e−ε
|α|4
24 exp
[
αb+ + ε
(
−|α|
2
2
b+b+
|α|2
12
αb+ +
|α|2
6
α¯b
)]
|0〉 . (D.12)
Le de´veloppement en se´rie du second exponentiel donne
e−ε
|α|4
24 =
∞∑
n=0
1
n!
(
−ε |α|
4
24
)n
,
= 1− ε |α|
4
24
+O(ε2) . (D.13)
Le de´veloppement du troisie`me exponentiel dans l’eq. (D.12) donne a` son tour
∞∑
n=0
[
αb+ + ε
(
|α|2
12
αb+ + |α|
2
6
α¯b− |α|2
2
b+b
)]n
n!
|0〉 =
∞∑
n=0
(A+ εB)n
n!
|0〉 . (D.14)
avec A = αb+ et B = |α|
2
2
b+b+ |α|
2
12
αb+ + |α|
2
6
α¯b.
Nous rappelons que nous utilisons l’approximation de faible de´formation (WDA)
avec ε ≪ 1. Cela nous permet de ne´gliger les termes au-dela` du premier ordre en
ε. Par conse´quent,∑
n
1
n!
(A+ εB)n |0〉 =
∑
n
1
n!
(
An + An−1εB + An−2εBA+ . . .+ εBAn−1
) |0〉 .
=
(∑
n
1
n!
An +
∑
n
1
n!
An−1εB +
∑
n
1
n!
An−2εBA1
+
∑
n
1
n!
An−3εBA2 + . . .+
∑
n
1
n!
εBAn−1 +O(ε2)
)
|0〉 .
=
∑
n
1
n!
An|0〉+
∑
n
n−1∑
p=0
1
n!
An−p−1εBAp|0〉+O(ε2) .
(D.15)
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Le premier terme de l’eq. (D.15) ci-dessus s’e´crit
∑
n
An
n!
|0〉 =
∑
n
(αb+)n
n!
|0〉 ,
=
∑
n
αn(a+ + ε
4
a+2a)n
n!
|0〉 ,
=
∑
n
1
n!
αna+n|0〉+
∑
n
1
n!
n−1∑
p=0
a+n−p−1
(ε
4
a+2a
)
a+p|0〉 ,
=
∑
n
1
n!
αna+n|0〉+
∑
n
1
n!
n−1∑
p=0
p
ε
4
αna+n|0〉 ,
=
∑
n
1
n!
αna+n|0〉+ ε
4× 2α
2a+2
∑
n
1
(n− 2)!α
n−2a+n−2|0〉 ,
= e
|α|2
2
(
1 + ε
1
8
α2a+2
)
|α〉 , (D.16)
ou` nous avons utilise´ les relations
ana+ = na(n−1) + a+an , (D.17)
aa+n = na+(n−1) + a+na , (D.18)
que nous de´duisons a` partir de la relation de commutation donne´e par l’eq. (5.4)
caracte´risant l’alge`bre de Weyl-Heisenberg. D’autre part, pour le second terme de
l’eq. (D.15) nous pouvons montrer que
∑
n
1
n!
An−p−1εBAp|0〉
= ε
∑
n
1
n!
( |α|2
12
(
αa+
)n − p |α|2
2
(
αa+
)n−1
+ p
|α|2
6
(
αa+
)n−2) |0〉 .
(D.19)
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Le second terme de l’eq. (D.15) s’e´crit alors
∑
n
n−1∑
p=0
1
n!
An−p−1εBAp|0〉 = ε
∑
n
n−1∑
p=0
1
n!
( |α|2
12
(
αa+
)n − p |α|2
2
(
αa+
)n−1
+ p
|α|4
6
(
αa+
)n−2) |0〉 ,
= ε
∑
n
n−1∑
p=0
1
n!
( |α|2
12
(
αa+
)n − p |α|2
2
(
αa+
)n−1
+ p
|α|4
6
(
αa+
)n−2) |0〉 ,
= ε
(
|α|2
12
∑
n
n
1
n!
(
αa+
)n − |α|2
2
∑
n
n(n− 1)
2
1
n!
(
αa+
)n−1
+
|α|4
6
∑
n
n(n− 1)
2
1
n!
(
αa+
)n−2) |0〉 ,
= ε
(
|α|2
12
∑
n
n
1
n(n− 1)!
(
αa+
)n−1
αa+
−|α|
2
2
∑
n
n(n− 1)
2
1
n(n− 1)(n− 2)!
(
αa+
)n−2
αa+
+
|α|4
6
∑
n
n(n− 1)
2
1
n(n− 1)(n− 2)!
(
αa+
)n−2) |0〉 ,
= ε
( |α|2
12
αa+ − |α|
2
4
αa+ +
|α|4
12
)
e
|α|2
2 |α〉 ,
= ε
(
−|α|
2
6
αa+ +
|α|4
12
)
e
|α|2
2 |α〉 . (D.20)
En remplac¸ant des re´sultats donne´s par les eqs. (D.13), (D.16) et (D.20) dans l’eq.
(D.12) nous obtenons
|α〉d = e−
|α|2
2
(
1− ε |α|
4
24
)(
1 + ε
1
8
α2a+2 − |α|
2
6
αa+ +
|α|4
12
)
e
|α|2
2 |α〉 . (D.21)
Ainsi, nos nouveaux e´tats cohe´rents de´forme´s prennent la forme finale
|α〉d =
[
1 + ε
( |α|4
24
− |α|
2
6
αa+ +
1
8
α2a+2
)]
|α〉 . (D.22)
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Estimons a` pre´sent le produit entre deux e´tats cohe´rents de´forme´s d〈β|α〉d
d〈β|α〉d = 〈β|
[
1 + ε
( |β¯|4
24
− |β¯|
2
6
β¯a+
1
8
β¯2a2
)]
×
[
1 + ε
( |α|4
24
− |α|
2
6
αa+ +
1
8
α2a+2
)]
|α〉 , (D.23)
=
[
1 + ε
( |β¯|4 + |α|4
24
− β¯α(|β¯|
2 + |α|2)
6
+
1
4
β¯2α2
)]
〈β|α〉 , (D.24)
ou` nous avons employe´ les relations
eβ¯aa+ = (a+ + β¯)eβ¯a , (D.25)
a eβa
+
= eβa
+
(a+ β) . (D.26)
Par conse´quent,
d〈α|α〉d =
[
1 + ε
(
2|α|4
24
− 2|α|
4
6
+
|α|4
4
)]
〈α|α〉 ,
= 〈α|α〉 ,
= 1 . (D.27)
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A q-deformed Weyl-Heisenberg (WH) algebra is used to define a deformed displacement operator
giving rise to a naturally normalized nonlinear coherent states (NCS) type. Robust maximally
entangled deformed coherent states (EDCS) are studied and the effect of such a deformation on the
amount of the EDCS entanglement is discussed.
I. INTRODUCTION
The notion of the deformation is very familiar to the
physicist. In fact, the Lorentz transformations between
two inertial frames are deformations of the Galilean ones
with the Lorentz factor β considered as the deformation
parameter. Thus special relativity is a deformation of
Galilean relativity. Similarly, quantum mechanics is
a deformation of classical mechanics with the Plank
universal constant ~ as the deformation parameter. In
the limit ~→ 0, the results of quantum mechanics merge
with the classical results.
Many studies devoted to the investigation of a de-
formed quantum oscillator algebra appeared as early as
seventies, involving deformed creation and annihilation
operators known as the q−oscillator algebra or the
q−deformed algebra [1–7]. From a mathematical point
of view, the q−oscillators lader operators are shown
to have a struture of a non-trivial Hopf algebra [8].
However, the physical relevance of q−deformed creation
and annihilation operators is not always very transparent
in the studies that have been published on the subject
so far. Therefore it is important to emphasize that
there are – from our point of view – at least, two main
properties which make q−oscillators interesting objects
for physics. The ﬁrst is the fact that they constitute
a fundamental tools of completely integrable theories
[9]. The second, which is the point we are interested in,
concerns the connection between the q−deformation and
nonlinearity [10] in the context of coherent states (CS).
Since 1926, at the beginning of quantum mechanics,
Schro¨dinger [11] was interested to the study of quantum
states that mimic their classical analogs and deﬁned
CS as the states minimizing the Heizenberg uncertainty
relation [12]. They were rediscovered by Kaluder at the
beginning of 1960s [13, 14], then by Sudarshan [15] and
Glauber in a series of papers [16–18] for the description
of the coherence phenomenon in lasers. A decade later,
Barut and Girardello have introduced coherent states
deﬁned as eigenstates of the annihilation operator [19],
then Gilmore and Parelomov have constructed coherent
states by the application of a displacement operator on
the vacuum state [20].
In this paper, we use a weak deformation approxima-
tion (WDA) to construct a deformed CS displacement
operator. In section 2, we present our mathematical for-
malism. In section 3, we discuss the bipartite concurrence
of the maximally entangled deformed coherent states. Fi-
naly we draw our conclusions.
II. MATHEMATICAL FORMALISM
In the Fock representation, Schro¨dinger-Klauder-
Galauber CS called standard coherent states or also
canonical coherent states are given by
|α〉 = e− |α|
2
2
∞∑
n=0
αn√
n!
|n〉 . (1)
where α = |α|eiφ is a complex parameter such that
〈α|α〉 = 1. Quantum harmonic oscillator CS reproduce
in averaging the same classical behavior. This unique
speciﬁcity is due to numerous properties of CS:
(i) The CS |α〉 minimizes the Heisenberg uncertainty
relation:
〈∆Q〉α〈∆P 〉α = ~
2
, (2)
with 〈∆X〉α =
√
〈α|X2|α〉 − 〈α|X|α〉2, (X =
Q,P ) where Q and P are the oscillator position
and momentum operators respectively.
(ii) |α〉 is eigenstate of the annihilation operator a with
eigenvalue α:
a|α〉 = α|α〉, α ∈ C , (3)
where a =
mωQ+ iP√
2m~ω
satisﬁes the commutation
relation
[a, a+] = aa+ − a+a = 1 , (4)
(iii) The CS |α〉 is obtained from the fundamental state
|0〉 with a unitary transformation of the Weyl-
Heisenberg group D(α) = eαa
+−α¯a called displace-
ment operator:
|α〉 = eαa+−α¯a|0〉 . (5)
2(iv) CS {|α〉} form a complete set in Hilbert space, such
that
Id =
1
π
ˆ
C
d Re(α) d Im(α)|α〉〈α| . (6)
where Id stands for the identity operator.
(v) The probability to be in the number operator eigen-
state |n〉 is a time independent and has a Poisson
distribution
p(n) = |〈n|α〉|2 = | α |
2n
n!
e−|α|
2
. (7)
Those properties was taken as a basis for all the gener-
alization of the concept of standard coherent states.
The harmonic oscillator (HO) model was largely used
in quantum mechanics. Indeed, its analytical solution
is well known and any system around its equilibrium
position can be modeled with a HO. However for more
complicated systems, e.g., out of equilibrium systems,
the harmonic description is no longer suﬃcient and
additional terms need to be introduced in the position
coordinates. An alternative consist on maintaining the
same algebraic structure of the harmonic Hamiltonian
and introducing a deformed creation and annihilation
operators such that, when rewritten in term of those
redeﬁned operators, the new Hamiltonian reproduce the
anharmonic behavior of the system. The challenge is
then to ﬁnd the adequate deformation function for the
system.
In what follows we introduce a type of a deformation
where the related creation and annihilation operators de-
noted by b and b+ respectively deﬁne a modiﬁed WH
algebra satisfying the q−deformation commutation rela-
tion [5, 6]
[b, b+]q = bb
+ − q b+b = 1 , (8)
The deformation parameter q is taken to be real. In our
approach, we use a WDA where q = 1 + ε with ε ≪ 1,
such that we recover the non-deformed case for ε → 0.
In this case one can show that up to O(ε2):
[b, b+] = bb+ − b+b ,
= 1 + ε b†b . (9)
As a representation of the deformed operators b and b+
satisfying the commutation relation (9) one has :
b+ = a+ +
1
4
εa†2a+O(ε2) , (10)
b = a+
1
4
εa+a2 +O(ε2) . (11)
with the deformed number operator
nˆd = b
+b = nˆ+ ε(nˆ+
1
2
nˆ2) +O(ε2) . (12)
Here nˆ = a+a is the non-deformed number operator.
It is worth to mention that the so called f−deformed
oscillators (generalization of q−deformed oscillators),
were interpreted as non-linear oscillators corresponding
classically to a frequency dependence of the oscillation
amplitude. In the framework of non-linear coherent
states (NCS), Man’ko [10, 21, 22] deﬁned an f−deformed
oscillator with creation and annihilation operators
b = af(nˆ) = f(nˆ+ 1)a , (13)
b+ = f(nˆ)a+ = a+f(nˆ+ 1) , (14)
satisfying :
[nˆ, b] = −b, [nˆ, b+] = b+ ,
[b, b+] = (nˆ+ 1)f2(nˆ+ 1)− nˆf2(nˆ) . (15)
Comparing Eqs.(10),(11) and Eqs.(13),(14), one can
show that in our case the f -deformation function has as
expression
f(nˆ) = 1 +
1
4
ε (nˆ− 1) (16)
(the non-deformed WH limit is recovered for
f(ε → 0) = 1). Thus, the CS which we will con-
struct starting from our deformed algebra could be
interpreted as NCS. We remind the reader the major
interest in NCS study for non-linear potentials systems
where their non-classical state description of the electro-
magnetic ﬁeld, quantum optics and the atomic center of
mass displacement was successful [23–29].
In fact, the interest for the generalization of CS pertinent
for the non-linear potentials starts since the beginning of
1970s [19, 20, 30]. Nieto and co-workers [31] constructed
CS corresponding to the Po¨schl-Teller one dimensional
potential as the states minimizing the uncertainty
relation between the canonical coordinates Q and P .
Gazeau and Klauder [32] proposed a generalization to
one dimensional systems with discrete and continue
spectrum. The CS corresponding to the trigonometric
and modiﬁed Po¨schle-Teller potentials were derived
in Ref.[33], those concerning the Morse potential in
Ref.[34]. Man’ko et al [35] and Filho [36], have intro-
duced NCS as eigenstates of the deformed annihilation
operator whereas the displacement operator NCS were
derived in Ref.[37, 38].
The derivation of CS from displacement operator was
generalized to deformed oscillators at the end of 1990s.
In the same sprite as in Ref.[39] we introduce a deformed
displacement operator Dd((α) such that :
Dd((α) = exp
(
αb+ − α¯b) , (17)
generating deformed coherent states (DCS) |α〉d deﬁned
as
|α〉d = Dd((α) | 0〉d . (18)
3where | 0〉d is the deformed vacuum state.
Using the fact that exp(α¯b)|0〉d = |0〉d and the BCH for-
mula, straightforward simpliﬁcations lead to the follow-
ing expression for Eq.(18)
|α〉d =
[
1 +
( |α|4
24
− |α|
2
6
αa+ +
1
8
α2a+2
)]
|α〉 , (19)
where |α〉 is the non-deformed CS (see appendix (A)).
Using the relations
eβ¯aa+ = (a+ + β¯)eβ¯a (20)
a eβa
+
= eβa
+
(a+ β) (21)
we derive the following overlaps :
d〈β|α〉d =
[
1 + ε
( |α|4 + |β|4
24
− |α|
2 + |β|2
6
β¯α+
1
4
β¯2α2
)]
× 〈β|α〉 , (22)
〈β|α〉d =
[
1 + ε
( |α|4
24
− |α|
2
6
β¯α+
1
8
β¯2α2
)]
〈β|α〉 ,
(23)
d〈β|α〉 =
[
1 + ε
( |β|4
24
− |β|
2
6
β¯α+
1
8
β¯2α2
)]
〈β|α〉 ,
(24)
where 〈β|α〉 = exp[ 12 (2αβ∗ − |α|2 − |β|2)]. Notice that
from Eq.(22) one has
d〈α|α〉d = 〈α|α〉 = 1 . (25)
that is our DCS are naturally normalized without any
need to an additional normalization constant. This is a
speciﬁc feature compared to many other constructions
of DCS [25, 35, 37, 40].
It is very important to mention, as it is pointed out
in Ref.[41], that the DCS constructed from deformed
displacement operator and those constructed as anni-
hilation operators eigenstates are not the same. Also,
Heizenberg uncertainly relation depends on DCS except
in the limit ε→ 0.
The analogy between our DCS and NCS reveals the
physical interpretation of the algebra deformation intro-
duced in the previous section. Indeed, we can understand
the small correction introduced to the commutation rela-
tion (9), implying a symmetry deformation, as a decoher-
ence eﬀect due to the system environment and acting on
its physical properties. In the next section, we will study
the eﬀect of such a deformation on some properties of a
system of entangled coherent states.
III. ENTANGLEMENT OF DEFORMED
COHERENT STATES
The relevance of our DCS constructed from a deformed
symmetry (deformed WH algebra) resides in their in-
terpretation as NCS originated from a certain kind of
nonlinear potential describing an external environment
action like. In other words, the weak q−deformation
of the original symmetry can be explained as a small
perturbation acting on the system (characterized by an
order parameter ε) and leading to a sort of a decoherence
phenomena due to the environment (study of ﬁdelity
and related master equation are under investigation [42])
aﬀecting the entanglement between physical states as it
will be emphasized in what fellows.
Moreover, entangled coherent states (ECS) continue to
be of a large interest in quantum information processing
[43] like quantum teleportation [44], superdense coding
[45], quantum key distribution [46] and telecloning [47].
Recently, entangled nonorthogonal states have attracted
much attention in quantum cryptography [48]. Bosonic
[49–52], su(2) and su(1, 1) ECS [53] are typical examples
of such states.
In what fellows we study a bipartite entanglement of
DCS quantiﬁed using the concurrence. Starting from a
deformed state
| ψ〉d = µ|α〉d ⊗ |β〉d + ν|γ〉d ⊗ |δ〉d (26)
where |α〉d, |γ〉d (resp. |β〉d and |δ〉d) are normalized de-
formed coherent states of system 1 (resp. system 2) with
complex coeﬃcients µ and ν. Following Ref. [54] we
deﬁne a deformed orthogonal basis {||0〉d, ||1〉d} as:
||0〉 = |α〉d, ||1〉 = (| γ〉d − p1|α〉d)/N1 for system 1,
(27)
||0〉 = |β〉d, ||1〉 = (|δ〉d − p2|β〉d)/N2 for system 2,
(28)
where
p1 =d 〈α|γ〉d , N1 =
√
1− |p1| , (29)
p2 =d 〈β|δ〉d , N2 =
√
1− |p2| . (30)
After deriving the reduced density matrix ρ1(2) (resp.
ρ2(1)) for system 1 (resp. system 2) [55] the concurrence
C [56, 57] takes the well known form:
C = 2|µ||ν|
√
1− |p1|2
√
1− |p2|2
|µ|2 + |ν|2 + µν∗p∗1p2 + µ∗νp1p∗2
. (31)
For general bipartite nonorthogonal pure states the nec-
essary and suﬃcient conditions for a maximal entangle-
ment have been found and discussed in details in Refs.[54,
58, 59]. For the case of our interest (q−deformation) one
can show that the MES conditions hold too. That is, for
the deformed state |ψ〉d one has to have:
µ = νeiθ, (θ ∈ R) , (32)
and
|α|2+ |γ|2− 2α∗γ = |β|2+ |δ|2− 2β∗δ− 2i(θ+π) . (33)
From Eqs.(31),(32) and (33) it is very important to notice
that:
4Figure 1: (a) concurrence of the symmetric state |ψ′〉d(θ = 0)
as function of the coherence parameter α for small nega-
tive and positive values of ε. (b) zoom on the interval
|α| = [0.9, 1.1].
If non-deformed CS are maximally entangled states
(MES) they remain MES in the deformed case. That is
maximally entangled coherent states are robust against
algebra deformation.
Furthermore, in comparison with the non-deformed
case one can construct more maximally EDCS. As an
example one has the states
|α〉d ⊗ | − α〉d − | − α〉d ⊗ | − 3α〉d , (34)
|α〉d ⊗ | − α〉d − | − iα〉d ⊗ |iα〉d , (35)
|εα〉d ⊗ | − α〉d − | − α〉d ⊗ |εα〉d , (36)
and for α, z, z′ ∈ R, one can ﬁnd
|α〉d⊗|−α+zε〉d−|−α+(z′−z)ε〉d⊗|−3α+z′ε〉d , (37)
etc . . .
IV. NUMERICAL STUDY
To understand the entanglement between two EDCS
we consider states of the form
|ψ′〉d = |α〉d ⊗ |β〉d + eiθ|β〉d ⊗ |α〉d , (38)
for which the concurrence is given by
C = 1− |d〈α|β〉d|
2
1 + cos θ|d〈α|β〉d|2 . (39)
Then, we remark that the state |ψ′〉d satisﬁes one ebit of
entanglement (C = 1) if one of the following conditions
is satisﬁed:
a) the state |ψ′〉d is an antisymmetric state, i.e. θ =
π, then C = 1 independently from the parameters
involved α and β.
Figure 2: Concurrence of the state |ψ′〉d given by Eq.(38) as
function of the phase θ for small negative and positive values
of deformation parameter ε corresponding to an intermediate
coherence parameter |α| = 1.
b) |α〉d and |β〉d are almost orthogonal, i.e. d〈α|β〉d ∼
0 (for large α, β), then C = 1 independently from
the phase θ.
To be more explicit let us take the special case
|α〉d ⊗ | − α〉d + eiθ| − α〉d ⊗ |α〉d . (40)
In the WDA limit Eq.(39) becomes
C = 1−
(
1 + 43 |α|4ε
)
e−4|α|
2
1 + cos θ
(
1 + 43 |α|4ε
)
e−4|α|2
. (41)
Numerical calculations reveal that:
1. Maximally EDCS (C = 1) are robust against algebra
deformation, confirming the analytical calculations.
As a result, if non-deformed ECS (ε = 0) has one
ebit of entanglement, for antisymmetric states i.e.
θ = π (∀ α), as well as for α ≫ 1 (∀θ), it re-
mains maximally entangled independently from ε
(see Fig.1 and Fig.2 ).
2. There exists an intermediate regime (|α| ∼ 1) where
C increases with the coherence parameter |α| and is
sensitive to the symmetry deformation parameter ε.
In fact, Fig.1a shows that the concurrence increases
until a suﬃciently large α (depending on the value
of ε), approaching a maximally entanglement with
C = 1. Notice that for a given value of |α| and be-
fore the concurrence saturation, entanglement be-
tween deformed coherent states is very sensitive to
the deformation. Indeed, e.g. for |α| = 1, we notice
4.7% decrease of the concurrence given by Eq.(41)
and 6.3% decrease for |α| = 0.9, if ε increases in
the interval [−0.4, 0.4] (see Fig.1b).
3. As a function of the phase parameter θ and the de-
formation parameter ε, the concurrence which has
a maximum (C = 1) at θ = π for all ε decreases
faster for larger values of ε for a given θ 6= π.
5From Fig.1 ploted for the case θ = 0 we notice that
if ε lies in the interval [−0.4, 0.4], the concurence
signiﬁcantly decreases by an amount ∆C ≃ 6.3% for
|α| = 0.9, ∆C ≃ 4.7% for |α| = 1 and ∆C ≃ 3% for
|α| = 1.1. Similarly in Fig.2 we observe a reduction
of ∆C ≃ 4.7% if ε varies in the interval [−0.4, 0.4]
at θ = 2π.
The decrease of the concurrence as a function of the
deformation parameter can be interpreted as an eﬀect of
the environment (decoherence) since ε plays the role of a
perturbation and dissipation parameter as it is pointed
out in Sec.III.
It is worth to mention that in order to have a
convergent perturbation series with respect to ε and
reliable conclusions one has from Eq.(39) the constraint
4
3 |α4ε| ≪ 1. Fig.3 displays the allowed regime for
the coherence and perturbation parameters α and ε
respectively.
V. CONCLUSION
Through out this paper we have constructed a de-
formed coherent states in the weak deformation approx-
imation and shown their relationship to the nonlinear
harmonic oscillator analog. We have studied the eﬀect
of a such deformation on the entanglement. It turns out
that in comparison with non-deformed case, the number
of maximally bipartite deformed coherent states is larger
(new MES). In this paper we have quantiﬁed the entan-
glement using the concurrence C showing that the max-
imally EDCS are robust against the deformation. More
over, the concurrence is a decreasing function of a given
value of the phase and coherence parameters. This can
be explained by the fact that ε can plays the role of the
coherence order parameter. Numerical results reveal an
important eﬀect of the deformation on the entanglement.
Further more, preliminary results show that with multi-
partite EDCS monogamy inequality [60] may be satisﬁed
(under investigation [42]) .
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Appendix A: Derivation of Eq.(19) for DCS
We deﬁne a normalized deformed coherent states by
the application of the deformed displacement operator
Dd(α) upon the vacuum state
|α〉d = Dd((α)|0〉d (A1)
Figure 3: Possible values (green area) of the deformation and
coherence parameter ε and α respectively.
we then introduce an additional term exp (α¯b) as it is
speciﬁed in Sec.II Using the fact that eα¯b|0〉d = |0〉.
Eq.(A1) can be rewritten as
|α〉d = exp
(
αb+ − α¯b) exp (α¯b) |0〉d (A2)
We point out that the deformed and non-deformed vac-
uum states |0〉d and |0〉 are equivalent (see Ref.[61]). This
can be checked easily in our case. Let us consider the
state |0〉d = κ (|0〉+ ε|ξ〉) where |ξ〉 is an arbitrary ket
and κ is a normalization constant. Applying the de-
formed bosonic annihilation operator on the deformed
bosonic vacuum states gives
b|0〉d = κ
(
a+
ε
4
a+a2
)
(|0〉+ ε|ξ〉) ,
= 0 . (A3)
This leads to |0〉d = κ(1 + ε)|0〉. Imposing the normal-
ization condition d〈0|0〉d = 1, we deduce that
|0〉d = |0〉 (A4)
To derive the expression of the deformed displacement
operator coherent state given by Eq.(19), we need to use
the BCH formula
log
(
eXeY
)
= X + Y +
1
2!
[X,Y ] +
1
3!
[X, [X,Y ]]/2
− 1
3!
[Y, [X,Y ]]/2− 1
4!
[Y, [X, [X,Y ]]]
+
1
5!
([[[[X,Y ], Y ], ]Y ], X] + [[[[Y,X], X], X], Y ])
+
1
360
([[[[X,Y ], X], ]Y ], X] + [[[[Y,X], Y ], X], Y ])
− 1
720
([[[[X,Y ], Y ], Y ], Y ] + [[[[Y,X], X], X], X])
+ · · · (A5)
where
X = αb+ − α¯b , Y = α¯b . (A6)
6Straightforward but tedious calculations, give
[X,Y ] = −|α|2(1 + εb+b) +O(ε2) , (A7)
[X, [X,Y ]] = |α|2ε (αb+ + α¯b) +O(ε2) , (A8)
[Y, [X,Y ]] = −|α|2α¯ε b+O(ε2) +O(ε2) , (A9)
[Y, [X, [X,Y ]]] = |α|4ε+O(ε2) , (A10)
where we used the identity [A,BC] = [A,B]C + B[A,C]
and neglected all terms of second and higher order in ε
(ε≪ 1).
Notice that the last commutator above corresponding to
the 6th term in BCH formula is a “c-number”, that is, all
next commutators vanish.
Using the commutation relations above, the DCS of
Eq.(A2) becomes
|α〉d = e−
|α|2
2 e−ε
|α|4
24
× exp
[
αb+ + ε
( |α|2
12
αb+ +
|α|2
6
α¯b− |α|
2
2
b+b
)]
|0〉 .
(A11)
Using a Taylor series expansion of the third exponential
in Eq.(A11) and the relations
ana+ = na(n−1) + a+an (A12a)
aa+n = na+(n−1) + a+na (A12b)
as well as
b+ = a+ +
1
4
εa†2a+O(ε2) , (A13)
b = a+
1
4
εa+a2 +O(ε2) . (A14)
direct simpliﬁcations lead to
|α〉d =e−
|α|2
2 e−ε
|α|4
24
∞∑
n=0
[A+ εB]
n
n!
|0〉 (A15)
=
∑
n
1
n!
An|0〉 (A16)
+
n−1∑
p=0
∑
n
1
n!
An−p−1εBAp|0〉+O(ε2) .
where A = αb+ and B = |α|
2
2 b
+b+ |α|
2
12 αb
+ + |α|
2
6 α¯b.
Now it is easy to see that
∑
n
An
n!
|0〉d = e
|α|2
2
(
1 + ε
1
8
α2a+2
)
|α〉 (A17)
and
n−1∑
p=0
∑
n
1
n!
An−p−1εBAp = ε
(
−|α|
2
6
αa+ +
|α|4
12
)
e
|α|2
2 |α〉
(A18)
Combining
e−ε
|α|4
24 = 1− ε |α|
4
24
+O(ε2) , (A19)
with results (A17) and (A18), our new CS take the form
|α〉d =
[
1 + ε
( |α|4
24
− |α|
2
6
αa+ +
1
8
α2a+2
)]
|α〉 .
(A20)
Using the relations
eβ¯aa+ = (a+ + β¯)eβ¯a (A21)
a eβa
+
= eβa
+
(a+ β) (A22)
the overlaps d〈β|α〉d writes
d〈β|α〉d =
[
1 + ε
( |β¯|4 + |α|4
24
(A23)
−β¯α (|β¯|
2 + |α|2)
6
+
1
4
β¯2α2
)]
〈β|α〉
leading to
d〈α|α〉d =
[
1 + ε
(
2|α|4
24
− 2|α|
4
6
+
|α|4
4
)]
〈α|α〉
= 〈α|α〉
= 1 . (A24)
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We compare two different models of transport of light in a disordered system with a spherical Gaussian
distribution of scatterers. A coupled dipole model, taking into account all interference effects, is compared to
an incoherent model, using a random walk of particles. Besides the well-known coherent backscattering effect
and a well pronounced forward lobe, the incoherent model reproduces extremely well all scattering features. In
an experiment with cold atoms, we use the momentum recoil imparted on the center of mass of the sample as a
partial probe of the light-scattering properties. We find that the force acting on the center of mass of the atoms is
not well suited to exhibit the coherence effects in light propagation under multiple-scattering conditions.
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I. INTRODUCTION
Coherence effects in the transport of wave in disordered
systems are at the heart of many phenomena in various areas
of research. In this work, we focus on light propagation,
even though many if not most features could be extended
to different types of waves, be it acoustic waves, plasmons,
heat, antennas, or matter waves such as electrons or ultracold
atoms. In mesoscopic physics, coherences are fundamental for
weak [1,2] and strong localization of light [3–11]. Coherences
are also at work in the universal conductance fluctuations [12],
modifications of the local density of states [13], or extraordi-
nary optical transmission [14]. Cooperative emission of light
as discussed by Dicke in the 1950s [15] and the response of
a cloud of cold atoms excited by an external laser [16] are
also based on coherence effects, such as quantum memories
using electromagnetic induced transparency in three-level
systems [17]. The recent development of ultrastable atomic
clocks also relies on optical transitions in the presence of many
atoms [18] where the impact of residual multiple scattering
deserves particular attention.
Whereas a rigorous investigation of light propagation in
the presence of many scatterers requires taking into account
the effects of interferences, in most situations interference
effects can be neglected and a radiative transfer equation is
thus often used in optics, allowing a practical approach to
scattering of light in complex media. In this work, we compare
an approximate model, based on such an incoherent random
walk of photons, to a more rigorous approach, based on a
microscopic coupled dipole model. Cold atoms provide an
excellent medium to study these fundamental effects. This
ensemble of resonant point scatterers are free of defects and
absorption and the coupled dipole model is expected to provide
an excellent description of the scattering properties of this
sample (despite some limitations, which will be discussed at
the end of the work). We stress that despite the apparent simple
situation, no analytical result is available for a disordered
system of N coupled dipoles. This problem has the full
complexity of a true many-body problem [19] and one thus
needs to resort to numerical or experimental answers to this
question. Indeed, if the amplitudes of N coupled dipoles are
to be found, this amounts to solving N coupled equations,
even though this can be considered as a linear optics problem
described by the propagation of a low intensity or single photon
field.
This paper is constructed as follows. First we present the
results of numerical simulations using both a random walk
of photons (RW) and a coupled dipole approach (CD), where
the many-body problem is solved by tracing over the photon
degrees of freedom. Then we compare the numerical results
from both the RW and CD models to experimental data
obtained by monitoring the radiation pressure force on the
center of mass of the atomic cloud as a probe of the emission
diagram.
II. RANDOM-WALK MODEL
The radiative transfer equation [20,21] is a very useful
and often used model to describe the multiple-scattering
regime that takes place in optically thick media. In such a
system one photon undergoes a large amount of independent
scattering events from randomly positioned particles and
therefore interferences between different paths are supposed
to be smeared out by the disorder. Then, the transport
properties are mostly independent from the wave nature of
light and from the particular nature of the scatterers. Such an
incoherent model of multiple scattering of photons undergoing
a random walk inside the sample provides a good description
of these systems, in particular when considering configuration
averaged signals. For this incoherent random-walk model,
we perform a Monte Carlo simulation where photons are
isotropically scattered after a distance lsc(r) = 1/[n(r)σsc],
whereσsc is the scattering cross section andn(r) = n0e−r2/(2σ 2R )
is the spatial density distribution of the cold atom cloud
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FIG. 1. (Color online) Emission diagram (log scale) normalized
to the independent N atom case, for the RW approach (black points)
and the CD model (blue line) with b = 8.
considered in this work, well described by a spherical Gaussian
distribution of size σR and center density n0. The optical
thickness along one line of sight across the center of the
cloud is defined as b = ∫ n(0,0,z)σscdz = √2πn0σscσR =√
2πσR/lsc(r = 0). By integrating the extinction over the
whole transverse size of the cloud (∫ dxdye−b(x,y)), it is
possible to obtain the total extinction of an incident flux of
photons, corresponding to a total scattering cross section for
this random-walk model given by σRW = 2πσ 2REin(b), where
Ein(b) is the entire function Ein(b) = ∫ b0 (1 − e−t )dt/t →b→0
b. To compute the emission diagram, averaged over the az-
imuthal angle φ, I (θ ) for this specific geometry, we simulated
the trajectories of 105 photons arrived along the z axis, over a
uniform disk of radiusR = 4.36σR for a sample of b = 8. With
≈28.2% of this “plane” wave diffused, this corresponds to a
scattering cross section for the Gaussian cloud σRW ≈ 16.8σ 2R ,
very close to the analytical value 2πσ 2REin(8) ≈ 16.7σ 2R . For
each photon, we record the direction of emission obtaining the
angular emission diagram IRW (θ ) (see Fig. 1).
III. COUPLED DIPOLE MODEL
We now compare this random-walk approach to a model
of coupled dipoles that accounts for the interference between
the radiation of all the atoms. Even though light scattering in
three dimensions requires to take into account the polarization
as well as the near-field dipole-dipole coupling, a better
comparison to our isotropic random-walk approach is obtained
using a scalar model for the dipole-dipole coupling. In the
steady-state regime, the N dipoles with amplitudes βj and
position rj , illuminated by a quasiresonant plane wave with
wave vector k0 = k0zˆ, obey the equation [16]
(
iδ − Ŵ
2
)
βj = i
	0
2
eik0·rj + Ŵ
2
∑
m=j
βm
exp(ik0|rj − rm|)
ik0|rj − rm|
,
(1)
where ωa is the resonance frequency, δ = ωa − ωk0 is the laser
detuning, Ŵ is the atomic transition linewidth, 	0 = dE0/~
is the Rabi frequency, and d is the dipole matrix element.
This many-body problem with interference has been derived
from a quantum formalism where a single photon is shared
between all atoms through a superposition of states [16],
but also from a classical approach where the atoms are
considered as oscillators [22]. The relevant parameters to
describe light scattering in dilute clouds of two-level systems
is the resonant optical thickness of the cloud, which is given by
b0 = 2N/(k0σR)2 with an on-resonant scattering cross section
for a single atom given in the scalar model by σsc = λ2/π . The
detuning dependent optical thickness then reads b = b(δ) =
b0/(1 + 4δ2/Ŵ2). From (1), the far-field intensity in a direction
k and at a distance r can be calculated using [23]
4πr2I ( ˆk) = ~ωk0Ŵ
N∑
j,m=1
βjβ
∗
me
−ik0 ˆk(rj−rm). (2)
All numerical CD results data shown in this paper have been
obtained using an average over 20 different configurations of
the atomic distribution. We point out that the interferences are
not only present in the emission term (2) (Rayleigh scattering),
but already in the steady-state value of the atomic dipoles (1).
We can now compare the angular emission diagrams obtained
from the coherent CD equations to those from the incoherent
RW model. In Fig. 1 we have normalized the emission diagram
of the CD model to the emission diagram of N independent
atoms (obtained by using a very large sample size with
vanishing optical thickness). The emission diagram of the RW
model has been normalized such that
PCD
PRW
= σCD
σRW
, (3)
where PCD (respectively PRW ) is the scattered power of
the CD (respectively RW) model for the same incident
intensity. PCD and σCD can be obtained from integration
of the emission diagram
∫
I ( ˆk)d ˆk or also from σCD =
− 4π
k20
Ŵ
	0
Im[∑j βje−ik0·rj ] [23]. The total cross section for
the incoherent scattering σRW is obtained from the analytical
expression given above. For the parameters in Fig. 1 (b = 8,
σR = 20/k0, δ = 0), we obtain σCD = 24.5σ 2R and σRW =
16.7σ 2R . The difference in these total scattering cross sections
is mainly explained by the additional strong forward lobe in
the CD (see Fig. 1), and can also be understood as the origin
of the extinction paradox [23].
As one can clearly see in Fig. 1, the RW model in this
multiple-scattering regime is very close to the coherent CD
model, except for the coherent backscattering cone and the
forward lobe, with an angular width given by the inverse
size of the sample. The quantitative agreement between the
RW and the CD model in all angles except the forward
and backward direction suggests that interferences indeed
appear washed out under multiple-scattering conditions, as
naively expected. We note however that interferences might
nevertheless be relevant in multiple scattering, when spatially
dense samples are considered and one expects to approach the
Anderson localization transition or when going beyond the
average emission diagram in steady state.
043833-2
COHERENT AND INCOHERENT MULTIPLE SCATTERING PHYSICAL REVIEW A 89, 043833 (2014)
IV. EXPERIMENTAL RESULTS
The differences between coherent and incoherent scattering
have been addressed in the past, including experiments on cold
atoms, with the possibility to exploit the detuning as a relevant
control parameter. The enhanced backscattering cone, visible
only in the CD model and absent in the RW model, has been
extensively studied more than ten years ago [24]. The most
important difference between coherent and incoherent multiple
scattering with a Gaussian-shaped sample is the pronounced
forward lobe. Detecting light scattered in a direction close to
the incident radiation is notoriously difficult as most detecting
schemes will be saturated by the large incident radiation.
An elegant technique has been used in [25] but has not
been implemented so far with atomic clouds. An alternative
approach to indirect probe features of cooperative scattering
by laser cooled atoms has been used in the single-scattering
limit in [26], where the modification of the atomic motion
induced by light scattering has been used as a measure of
cooperative scattering. It is therefore interesting to investigate
how the radiation pressure force on the center of mass of the
atoms extends into the multiple-scattering limit.
We have therefore used the same experimental setup and
protocol as in [26], and used values of the laser frequency
around the atomic resonance (δ ≈ 0), thus entering the
multiple-scattering limit. We apply the following experimental
procedure to probe the coherence of the multiple-scattering
regime in our cold atom cloud. First, we load a magneto-optical
trap (MOT) with 3 × 107 atoms of 87Rb in 50 ms using the
setup described in [26]. We then apply a 50-ms temporal dark
MOT period where the intensity of the repumping laser is
reduced by a factor of 10 and the cooling laser is tuned to
−10Ŵ from the F = 2 → F ′ = 3 D2 line. This allows us to
compress the cloud and to produce a smooth Gaussian-shaped
distribution of atoms. To control the optical thickness at the
end of this dark MOT period, the repumper detuning is varied
between −7Ŵ and −2.5Ŵ, keeping the desired amount of
atoms in theF = 2 state without affecting size (σR = 270 μm,
kσR ≈ 2 × 103), shape, and temperature (∼20 μK) of the
cloud. Here we focus on moderate values of optical thickness,
as this allowed for more systematic data without drifts of
the relevant parameters. We then switch off all laser beams
and magnetic-field gradients, leaving the atoms in free fall.
We then apply a horizontal, circularly polarized “pushing”
beam, tuned close to the F = 2 → F ′ = 3 transition for
50 μs. The pushing beam has a waist w0 = 12 mm and its
carefully calibrated intensity is adjusted to have a saturation
parameter s = 8 × 10−2. Each atom in theF = 2 state scatters
on average 80 photons. Such a small number of scattered
photons prevents any depumping effect into the F = 1 state
during the pushing process. After a time-of-flight expansion
of 12 ms, we image the position of the atomic cloud via
standard off-resonant (detuning δ ≈ −2Ŵ) absorption scheme.
The absorption image gives the position of the center of mass
of the atomic cloud after time of flight and thus the average
radiation pressure force. Each experimental point (see Fig. 2)
is an average over ten realizations. We normalize the measured
average radiation pressure force by the single atom force F1,
where F1 is computed without any adjustable parameter from
the measured intensity of the pushing beam (known within
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FIG. 2. (Color online) Normalized radiation pressure force act-
ing on the center of mass of the atomic cloud as a function of the laser
detuning δ (in unit of Ŵ), at constant saturation parameter s(δ). The
experimental result for b0 = 2.19 (red circles) are compared to the
coherent CD model (b0 = 2.19, blue line) and incoherent RW model
(black squares) with corresponding optical thickness b(δ).
5% accuracy and taking into account losses by the vacuum
windows). The experimental value of the optical thickness b0
is obtained by standard absorption imaging, using a linearly
polarized laser beam. We note that such a transmission
measurement is best described by atoms in a statistical
mixture of the Zeeman sublevels in the ground state, with a
corresponding average squared Clebsch-Gordon coefficient of
(2F ′ + 1)/3(2F + 1) = 7/15. The effective resonant optical
thickness for a spherical Gaussian cloud of atoms distributed
in a statistical mixture of the Zeeman sublevels is thus given
by b0 = 2F ′+13(2F+1) 3Nkσ 2R , in contrast to a situation where all atoms
would be pumped with a circularly polarized laser beam into
the stretched state |F = 2,mF = +2〉.
In Fig. 2, we show the experimental result of the intrinsic
radiation pressure force, proportional to the displacement of
the center of mass of the atomic cloud (red spheres) as a
function of the pushing beam detuning δ, where we keep
the saturation parameter s = s0/(1 + 4δ2/Ŵ2) constant. We
clearly see an important reduction of the intrinsic radiation
pressure force around the resonance. Note that with this
experimental protocol, the mass of the atomic sample to be
displaced as well as the single atom response are kept constant,
allowing us to highlight the collective behavior.
We now turn to the comparison between the experimental
data and our coherent and incoherent models. Momentum
conservation arguments allow us to directly connect the far-
field emission diagram of a sample to the momentum transfer
to the center of mass of the sample. We stress that it is important
not only to consider the shape of the emission diagram, but also
the total scattered power, which can depend on the shape and
opacity of the sample. Defining the intrinsic radiation pressure
force along eˆz by Fz = (1/N )
∑
j Fj , where Fj is the force
acting on atom j [16], we obtain the following relation:
Fz
F1
= σtot
Nσ1
〈1 − cos(θ )〉, (4)
where cos θ = ˆk · zˆ is the angle of the direction of emitted
photon with the laser axis. We note that this relation holds
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both for the incoherent RW and coherent CD model. In (4),
F1 is the radiation pressure force for a single atom, and σtot
is the total scattering of the sample, which is different in
the RW and the CD model. One can see from (4) that the
emission diagram associated with the total power scattered
from the incident beam allows us to predict the intrinsic force,
proportional to the acceleration of the center of mass of the
sample. The numerical results of our CD solution (blue line)
also show a strong reduction of the force. To come forward
with a simple interpretation of these results, one can associate
the term corresponding to σtot
Nσ1
as a “shadow” effect, where that
part of the force is obtained with only taking into account the
attenuation of the incident laser beam. The recoil due to the
rescattered photons is then properly taken into account by the
last term of (4):− σtot
Nσ1
〈cos(θ )〉, related to the emission diagram
of the photons. As shown in Fig. 2 the experimental result
compares reasonably well both the CD and RW model when
using the optical thickness evaluated for a statistical mixture of
Zeeman sublevels, assumed to be a good approximation under
multiple-scattering conditions, when the local polarization is
well approximated by a field with random polarization.
V. DISCUSSION
In order to probe coherence effects under multiple-
scattering conditions, it is important to check to what extent an
incoherent model also explains similar features. When looking
at the prediction of the incoherent model, we find that there is
no significant difference in the regime of parameters studied.
This very close match between the incoherent and coherent
models can be explained by the fact that the emission diagram
only differs at two angles. In the backward direction, the
coherent backscattering cone should result in a small increase
of the intrinsic radiation pressure force in the coherent model
compared to an incoherent model. However, the enhancement
factor in the backward direction is less than 2 and the angular
range of enhanced backscattering is very small for a dilute
sample of atoms. On the other hand, the more important
emission intensity in the forward lobe does not result in a
significant change in the intrinsic radiation pressure force, as
in this direction (θ ≈ 0) the momentum transfer to the atoms is
vanishing: 〈1 − cos(θ )〉 ≈ 0. It thus turns out that under these
conditions, the intrinsic radiation pressure force is not a good
measure to detect differences between coherent and incoherent
scattering. We further investigate the range of validity of the
RW model in Fig. 3, where we plot the intrinsic force extracted
from the experimental data for various b0, the RW simulation,
and the CD simulation as a function of b(δ). The RW simula-
tion is by definition a function of b(δ) only. A close inspection
of the experimental and CD result shows small deviations from
the RW model, including a red or blue asymmetry, visible at
small b(δ). The origin of this asymmetry remains unknown.
However, we observed it on CD data for much higher b0
than experimentally measured. When looking for coherence
effects, one does indeed expect to find cooperative signatures
for large b0 and large detunings, where a mean-field approach
is assumed to be valid [26]. Another feature not included
in the RW model are Mie resonances expected in the CD
model for large b0 [27]. We also note a small deviation of the
experimental results compared to both the RW and CD model
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FIG. 3. (Color online) Normalized radiation pressure force as a
function of the optical thickness. The experimental data for b0 = 0.96
(green triangles) and b0 = 2.9 (red diamonds) are compared to the
results of the CD simulations, obtained for b0 = 0.96 (green dash-
dotted line), b0 = 2.9 (red dotted line), and b0 = 10 (blue plain line),
and of the RW model (gray squares). For the experimental data and
the CD model, b(δ) is varied at fixed b0 by changing the detuning. The
CD data are superimposed as b(δ) appears as a universal parameter,
and fluctuations are very small.
close to resonance (δ = 0) (see Figs. 2 and 3). This difference
would correspond to a slightly smaller atom-light coupling
than obtained from a statistical mixture of atoms in the Zeeman
sublevels, which would however be rather surprising.
Finally, we plotted in Fig. 4 various data extracted from
our CD simulation using the same Gaussian sphere that gives
the emission diagram plotted in Fig. 1. Figure 4(a) represents
the attenuation e−b0 of the incident laser field at the position eˆz
and along the transverse direction eˆr . Figure 4(b) represents the
dipole excitation relative to the single atom limit |βj |2/|β1|2.
For an integrated opacity b0 > 1 (white line), one expects
the atomic dipoles to be less excited by the incident laser
field. Those atoms in the shadow are indeed significantly less
excited. Figure 4(c) represents the phase of the atomic dipoles.
Most of the atomic cloud has a phase φ = 0 corresponding
to the laser field. In other words, almost the entire cloud is
synchronized with the incident laser field even for b0 > 1.
This is somewhat in contradiction to what one would expect
from a RW hypothesis, where in the multiple-scattering regime
the phase is randomized after few scattering events and
interference effects are smeared out by the disorder. This result
is however in good agreement with the Ewald-Oseen extinction
theorem [28] which specifies that the radiation from the atoms
exactly cancels the electromagnetic field of the incident laser
beam and replaces it by a field with a speed c/n where n is
the index of refraction of the medium. As shown in [28], not
only is the surface layer of the atomic cloud synchronized
but the entire cloud participates to the cancellation of the
incident field. This is in contrast with the common belief that
optically thick samples are well described by the RW approach
where the phase of a photon is randomized after few diffusion
events, but is in agreement with related work [29,30] where a
small persisting coherent component in the forward scattered
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FIG. 4. (Color online) (a) Local optical thickness b0 seen by the
laser field propagating along the direction eˆz. The white line represents
the multiple-scattering limit b0 = 1. (b) Excitation amplitude of the
atomic dipole compared to the single atom limit |βj |2/|β1|2. (c) Phase
of the atomic dipole φj . φ = 0 corresponds to the laser field phase
corrected from its propagation along eˆz. (d) Local force compared to
the single atom case Fz/F1. All data are computed for a Gaussian
sphere with b0 = 8.
field has been reported. Figure 4(d) represents the local force.
Although the atoms at the entrance of the cloud undergo a
force larger than the single-atom force, those in the shadow are
subjected to a lower force, resulting in a total force below the
single-atom one, in agreement with the measurement reported
in Fig. 3.
VI. CONCLUSION
In summary, we have compared an incoherent and a
coherent model for multiple scattering. The most prominent
differences are the well-known coherent backscattering cone
and an important forward lobe. We have compared the
predictions of these two models to the experimental result
of the intrinsic radiation pressure force acting on the center of
mass of the atomic cloud and found that this force is not a good
candidate to detect coherence effects in multiple scattering.
Using an effective coupling strength for the atom light coupling
in multiple scattering, we find a satisfactory quantitative
agreement between the experiment and the numerical model. It
would be interesting to study how these results compare to pre-
vious theoretical and experimental results, where a mean-field
approach in terms of single-photon superradiance has been
used. A precise experimental study of how multiple scattering
sets in and to what extent a RW model can explain the whole
range from large to small optical thickness is a complex task,
as one needs to take into account the various Zeeman sublevels
of the rubidium atoms. We expect that alternative observables
beyond average values of the center-of-mass displacement of
the cloud, such as correlations in the scattered light or heating
of the cloud, might be good candidates to look for features of
cooperativity in scattering of light by cold atoms.
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We interpret cooperative scattering by a collection of cold atoms as a multiple-scattering process. Starting from
microscopic equations describing the response of N atoms to a probe light beam, we represent the total scattered
field as an infinite series of multiple-scattering events. As an application of the method, we obtain analytical
expressions of the coherent intensity in the double-scattering approximation for Gaussian density profiles. In
particular, we quantify the contributions of coherent backward and forward scattering. © 2014 Optical Society
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1. INTRODUCTION
Multiple scattering of light in disordered media has been in-
vestigated for a long time using different approaches [1–3].
Some of them use coupled dipole methods to describe light
scattering by dielectric particles [4], while other approaches
interpret multiple scattering as a random walk of particle-like
photons where interference is neglected. This random walk is
described by a radiative transfer equation [5–7], which has
been used for decades in astrophysics, where the diffusive
behavior is considered as a good description of the light
propagation. However, this approach must be corrected when
the scattered light wave emerges from the medium in the
backward direction. In this case, constructive interferences
arises and must be taken into account in order to explain the
enhancement of the backscattered intensity with respect to
the classical prediction [8–11]. This coherent backscattering
(CBS) has been observed for light waves in a variety of media,
such as powder suspensions, biological tissues, or Saturn’s
rings, as well as for laser-cooled atomic gases [12–14]. The
latter systems provide an opportunity to observe cooperative
effects in the light scattering due to the absence of Doppler
broadening.
Recently, a microscopic model of cooperative scattering by
cold atoms was proposed [15–19], which accounts for the
interference effects. Signatures of cooperativity have been ob-
served in the reduction of the radiation pressure force exerted
on the center of mass of the atomic cloud [20,21]. The micro-
scopic model provides an exact description of the scattering
of a probe light beam by N atoms, i.e., taking into account
interferences. It assumes the incident light beam to be weak
enough to neglect nonlinear effects, but naturally embeds the
multiple-scattering process of the incoming photons bouncing
among the atoms, since the single-atom response is propor-
tional to the sum of the incident field and the field scattered
by the other atoms.
The aim of this paper is to characterize the multiple-
scattering nature of cooperative scattering, describing it not
from the point of view of the atoms, but of the scattered field.
Under this view, cooperative scattering appears as a sequence
of multiple-scattering events in which the emitted field is
expressed as the sum of successively scattered fields. This
approach is of particular importance for two reasons. First,
scattering in optically dilute systems is very well described
by a few scattering events. The number of these events nec-
essary to reconstruct the solution is directly connected to the
convergence of the multiple-scattering series. Second, it
happens that the multiple-scattering expansion diverges in
the optically dense regime. This suggests that the interpreta-
tion of multiple scattering as photons wandering from one
atom to another one starts to be incomplete. In such a regime,
we can only talk about global scattering by the entire cloud,
and we lose track of the light propagating in the cloud at dif-
ferent orders of scattering. As a consequence, the scattered
field seen by each atom cannot be obtained as the coherent
sum over all the light trajectories, but it must result from a
global approach, determining either the single-atom response
to the total scattered field [22] or the eigenmodes of the
system [23].
Let us outline that we treat the light scattering ab initio, i.e.,
considering point-like atoms in the vacuum. This is different
from the common approach resorting to an effective Green’s
function, where the average atomic medium is described by a
refractive index, which implies the introduction of a mean free
path [5,11,24]. On the contrary, in our model the refractive
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index emerges a posteriori as a result of the multiple light
scattering process [25].
The paper is organized as follows. In Section 2 we review
the cooperative scattering model using the more general vec-
torial model, and show how the atomic response builds up
as a reaction to both the incident and scattered fields. The
multiple-scattering approach is presented in Section 3. In
Section 4 we discuss CBS in the double-scattering approxima-
tion, deriving analytical expressions for a Gaussian sphere.
We also demonstrate how coherent multiple-scattering theory
allows us to obtain corrections to the single-scattering for-
ward emission.
2. MICROSCOPIC APPROACH TO
THE COOPERATIVE SCATTERING
The cooperative scattering by N atoms with fixed positions rj
and illuminated by a monochromatic light beam with electric
field components Eαinr exp−iωt is described by the follow-
ing set of coupled equations [16,17]:
dbαj
dt
 iΔ − γ∕2bαj − id∕ℏEαinrj
− γ∕2
X
α0
X
m≠j
Gα;α0 rj − rmbα0m; (1)
where d is the electric dipole matrix element, Δ  ω − ωa
is the detuning of the incident light frequency ω  ck from
the atomic resonance frequency ωa, and γ  d2k3∕3πϵ0ℏ
is the spontaneous decay rate. In the right-hand side of Eq. (1),
the first term describes the single-atom dynamics, the second
term corresponds to the external field, and the last term
describes the radiation of all other atoms on the jth atom.
Equation (1) is derived from a quantum approach modeling
the scattering of a single photon as being scattered in a mode
tailored by the spatial atomic distribution [15,26,27], but also
from a classical approach in which the atoms are considered
as oscillating dipoles induced by a classical laser field de-
scribed by the Maxwell equations [16]. The jth atom experien-
ces electric dipole transitions between the single ground state
jgji and thedegenerate triplet excited state jeαj i,whereα  x,y,
z and bαj are the probability amplitudes of the single-excitation
atomic state jΨie  exp−iΔt
P
j
P
α b
α
j jg1;…; eαj ;…; gNi.
Gα;α0 are the components of the symmetric tensor:
Gα;α0r 
3
2
eikr
ikr
fδα;α0 − nˆαnˆα0 
 δα;α0 − 3nˆαnˆα0 i∕kr − 1∕kr2g (2)
with r  jrj and nˆα being the components of the unit vector
nˆ  r∕r. The vectorial Green’s function (2) can be obtained
from the scalar Green’s function Gr  expikr∕ikr:
Gα;α0r 
3
2

δα;α0 
1
k2
∂2
∂α∂α0

Gr: (3)
The steady-state problem of Eq. (1) boils down to a linear one
for the complex vectors bj with spatial components b
α
j :
bj 
1
Δ iγ∕2

d
ℏ
Einrj − i
γ
2
X
m≠j
Grj − rm · bm

: (4)
Giving the atomic positions rj and incident field Einrj, it can
be solved numerically by inverting a 3N × 3N symmetric
matrix.
The scattered field at a position r is derived from bj using
the microscopic Maxwell equations for sources of polari-
zation Pr  −dPjbjδr − rj. The result, as demonstrated in
Appendix A, reads
Escar  −i
dk3
6πϵ0
XN
m1
Gr − rm · bm: (5)
The scattered field Escarj at the atomic position rj has a di-
vergent contribution in the term m  j of the sum in Eq. (5).
This is a well-known problem of the self-field, i.e., the field
generated by the atom acting on the atom itself. Usually, in
multiple-scattering theories this problem is circumvented by
introducing a cut-off length of the order of the size of the real
physical scatterer [24]. However, in the present approach the
self-field does not play any role. In fact, calling Eselfrj the
self-field of the atom j, Eq. (5) turns into
Escarj  Eselfrj − i
dk3
6πϵ0
X
m≠j
Grj − rm · bm: (6)
Combining Eqs. (4) and (6), one can obtain
bj 
d
ℏΔ iγ∕2 Einrj  E¯rj; (7)
where E¯rj  Escarj − Eselfrj is the electric field acting on
the jth atom without the self-field contribution. E¯rj is intro-
duced to describe the field at the atomic positions and
avoid the divergence problem present in Eq. (5). The electric
dipole moment of each atom pj  −dbj is directly propor-
tional to the sum of the incident field and the one scattered
by all other atoms, as assumed in the cooperative scattering
description (4).
3. MULTIPLE-SCATTERING SERIES
In the microscopic approach of cooperative scattering pre-
sented in Section 2, the radiation field is determined from
the knowledge of the individual atomic responses bj , which
are themselves derived from the linear problem Eq. (4). On the
contrary, the multiple-scattering approach is based on a recur-
sive set of equations for the sole radiation field. It is obtained
by inserting Eq. (7) back into Eq. (6), leading to an implicit
equation for the scattered field E¯rj acting on the jth atom:
E¯rj  κδ
X
m≠j
Grj − rm · Einrm  E¯rm; (8)
where κδ  1∕2iδ − 1 and δ  Δ∕γ. Introducing the total
field E¯totrj  Einrj  E¯rj, the above equation can also
be written in a matrix form
E¯tot  I − G−1Ein; (9)
where E¯tot and Ein are vectors containing the 3N components
of the effective electric field acting on the jth atom (without
the self-field contribution) and the incident field, respectively;
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I is the 3N × 3N unit matrix, and G  κδG is a 3N × 3N
matrix containing the Green’s function Gjm  Grj − rm
whose components are given by Eq. (2).
The multiple-scattering approach consists in solving Eq. (8)
by iteration. Introducing the scattered field E¯n after n scat-
tering events, the following recurrence relation is obtained
from Eq. (9):
E¯nrj  κδ
X
m≠j
Grj − rm · E¯n−1rm; (10)
where n  1; 2… and the incident field E¯0rj  Einrj plays
the role of the seed. The total scattered field (8) corresponds
to the infinite sum of all scattered fields,
E¯rj 
X∞
n1
E¯nrj; (11)
provided the series is converging. The effective field felt
by the scatterer at rj consists of the incident wave Einrj
and the wave scattered from the other atoms in the cloud
(except the self-field of the atom at rj) given by Eq. (11)
and resulting from an increasing number of scattering events
of the incident field. Equation (9) can be extended as a series:
E¯totrj  Einrj  κδ
X
m≠j
Grj − rmEinrm
 κ2δ
X
m≠j
Grj − rm
X
l≠m
Grm − rlEinrl …
(12)
The infinite series (11) converges only if all eigenvalues of G
have their modulus less than unity [28]. When this condition
is satisfied, the multiple-scattering expansion can be used to
calculate the radiated field.
Note that convergence of the series (11) or of the sum (12)
is not tied to the existence of a solution for the field. Indeed
Eq. (8) always admits a solution, whereas the linear operator G
of the recurrence Eq. (10) may admit eigenvalues of modulus
larger than unity, in which case Eq. (11) does not converge. In
that case each scattering order radiates more light than the
previous one, and the multiple-scattering expansion diverges.
In order to illustrate this point, the electric field profile inside
a Gaussian cloud Enr  κδPjGr − rjE¯n−1rj and the
far-field radiated power Pn  ε0c∕2
R jEnj2dS are plotted
for different orders n in Figs. 1 and 2, respectively. Both quan-
tities have been obtained for two different optical thicknesses
bδ  b0∕1 4δ2, where b0  3N∕kσR2 is the on-resonant
optical thickness for a Gaussian cloud with rms size σR. The
two simulations have been realized for N  500 atoms with
b0  5, σR  17.32∕k and for two different detunings, δ 
4.5 and δ  0, corresponding to bδ  0.061 and bδ  5,
respectively. For the case of small optical thickness
(bδ  0.061), the field decreases as the scattering order n
increases, and the series (11) converges. For the case of larger
optical thickness (bδ  5), the presence of eigenvalues of
modulus larger than unity makes the multiple-scattering series
diverge. Hence, in the presence of above-unity eigenvalues of
G, the multiple-scattering description loses its validity: for suf-
ficiently dense media, due to the long-range interaction of the
Green’s function, the build-up of the scattered radiation field
cannot be seen as the sum of interactions involving an increas-
ing number of atoms, and the local iteration of the scattering
event described by Eq. (10) is no longer possible. Instead, the
total scattered field is a result of a global interaction with the
entire sample. Let us remark that the criterion of all eigenval-
ues having modulus below unity for the convergence of the
series is in agreement with the results of Ref. [29]. A detailed
study of the typical spectrum of the linear operator in Eq. (10)
has been proposed in [30], yet it is important to mention that
the spectrum exhibits strong fluctuations from one realization
to another. Since the multiple-scattering process corresponds
to a geometric series, the radiated power grows or decreases
as a power law of the largest eigenvalue of the linear operator
in Eq. (10) for large n.
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Fig. 1. Profile of the radiation field inside a Gaussian cloud,
Enr  κδPjGr − rjE¯n−1rj, in the y  0 plane for different or-
ders n (from left to right) and two different optical thicknesses (top
and bottom). For small optical thickness (bδ  0.061, top line), the
field decreases as the scattering order n increases, and the series (10)
converges. For larger optical thickness (bδ  5, bottom line), the
presence of eigenvalues of modulus larger than unity makes the multi-
ple-scattering series diverge. In both cases, the presence of local fields
much stronger than the incident one is due to the divergent field radi-
ated in the vicinity of the atoms, which can be arbitrary close to the
y  0 plane. Simulations realized for a Gaussian cloud of N  500
atoms with an on-resonant optical thickness b0  5 and standard
deviation σR  17.32∕k, where b0  3N∕kσR2; top pictures corre-
spond to δ  4.5 and bδ  0.061, bottom pictures to the resonant
case δ  0 and bδ  5.
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Fig. 2. Far-field power Pn  ε0c∕2
R jEnj2dS radiated by the
atomic cloud (measured on a spherical surface of radius r ≫ 1∕k) ver-
sus the scattering order n for the same parameters as in Fig. 1. For
small optical thickness (bδ  0.061, red crosses), the scattered
power decreases as the scattering order n increases, whereas for
larger optical thickness (bδ  5, blue dots), the power diverges.
Pn is in units of the independent-atom power NP1, where P1 
4πI0∕k2∕1 4δ2 and I0 is the incident intensity.
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Once obtained from Eq. (11) E¯rj, using Eqs. (5) and (7)
the scattered field in position r ≠ rj is fully determined as
Escar  κδ
XN
j1
Gr − rj · Einrj  E¯rj: (13)
The multiple-scattering nature of the field detected at r is evi-
dent from Eq. (13): the first term in the sum represents all the
single scattering, and the second term collects all the multiple
scattering. The E¯rj term, which contains all scattering or-
ders starting from the first [see Eq. (11)], yields the double
and higher scattering orders in Eq. (13) after applying G.
We point out that the solution for the scattered field [given
by the infinite series of Eqs. (11) and (13)] is fully equivalent to
solving Eq. (4) for bj and then calculating the field using
Eq. (5). Equation (4) can be solved exactly by numerical
inversion of this linear problem. The only constraint we deal
with is the limited number N of scatterers that can be handled
by the computer capacities. From the perspective of comput-
ing the scattered field, the microscopic approach has a clear
advantage over the multiple-scattering one, which requires the
evaluation of an infinite sum. The numerical solution of the
microscopic approach provides a solution valid for arbitrary
distributions of scatterers in the vacuum using only finite
matrices. Finally, it treats light as a complex field, not only
as an intensity, so that it naturally embeds the coherence
of the multiple-scattering process.
In the far-field limit, the scattered field can be derived using
the asymptotic form of the vectorial Green’s function for
r ≫ rj :
Gα;α0 r − rj ≈
3
2
eikr
ikr
δα;α0 − nˆαnˆα0 e−ik·rj ; (14)
where k  knˆ. For an incident plane wave with Einr 
eˆ0E0 expik0 · r, where eˆ0 is the unit polarization vector,
the scattered far field derived from Eq. (13) is
Efarscar  Efar1 r  Efarmsr; (15)
where
Efar1 r  κδE0
eikr
ikr
nˆ × nˆ × eˆ0NSN k − k0 (16)
corresponds to the single-scattering order and SNk − k0 
1∕NPj exp−ik − k0 · rj  is the structure factor. Equa-
tion (16) is the well-known expression for the Rayleigh
scattering by particles with size much smaller than the optical
wavelength when each atom is excited by the incident field
only. Then the scattered field results from a coherent super-
position of the field amplitudes generated by each atom and is
proportional to the structure factor. The multiple-scattering
contribution to the far field of Eq. (15) is, using Eq. (11),
Efarmsr  κδ
eikr
ikr
Nnˆ × nˆ × Fk; (17)
where
Fk  1
N
XN
j1
E¯rje−ik·rj : (18)
We stress that our approach is valid beyond the single-
scattering limit. The single-scattering approximation holds
when the optical thickness bδ  b0∕1 4δ2 is much
smaller than unity. In contrast, our multiple-scattering ap-
proach is valid for finite values of bδ < 1: the convergence
of the series of Eq. (11) guarantees the validity of our multiple-
scattering expansion [31,32].
Finally, we emphasize that if the infinite sum in Eq. (11)
converges, it gives the exact solution for the collective scat-
tering problem given by Eqs. (4) and (5). To illustrate this
point, we compare the intensity radiated up to the nth order
In  ε0c∕2j
P
n
j1 E
jj2 for n  1, 2, 3, as well as the inten-
sity Ib provided by the dipole amplitudes bm derived from
Eq. (4) and containing all the scattering orders. In particular,
I1 describes the single scattering only, I2 the sum of single
and double scattering, etc. For an optical thickness bδ equal
to unity (b0  1, δ  0), the convergence is relatively slow,
but clearly visible in Fig. 3. For optical thickness much
smaller than unity, the convergence is very fast and the
single-scattering physics contained in E1 describes already
very well the total scattered field (not shown here).
We note in Fig. 3 that the coupled dipole equation predicts a
background radiation lower than N times that of a single
atom. This suggests a reduction of the background radiation,
in favor of the coherent forward radiation, under the effects of
cooperativity. This effect will be the subject of a future dedi-
cated study.
4. COHERENT BACKWARD AND FORWARD
SCATTERING
As an application of the multiple-scattering approach, we in-
vestigate CBS and coherent forward scattering (CFS) from a
collection of N atoms. For the sake of simplicity, we assume
that the radiation waves are scalar, neglecting polarization
and near-field effects. In the scalar radiation theory, the three
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Fig. 3. Intensity diagram, In  ε0c∕2j
P
n
j1 E
jj2, versus the polar
angle θ, for n  1, 2, 3, derived from Eq. (13). The intensity scattered
by the dipoles, Ib  ε0c∕2jEbj2, is derived from Eq. (4) and contains
all the scattering orders. The modulation of the background is due to
the vectorial nature of the light (linearly polarized light): the single-
atom intensity I11 cos2 θ is plotted as a plain green line, where
I1  I0∕k2r21 4δ2. The inset shows a zoom of the radiation
(linear scale). Simulations have been realized for a Gaussian cloud
ofN  1000 atoms with on-resonance optical thickness b0  1, detun-
ing δ  0, and rms size σR ≈ 54.8∕k given by b0  3N∕kσR2. The in-
tensity is averaged over the azimuthal angle ϕ and is in units of NI1.
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components bαj in Eq. (1) are replaced by a single value βj , the
vectorial kernel Gα;α0r is substituted by the scalar Green’s
function Gr  expikr∕ikr, and the decay constant γ is
replaced by Γ  3∕2γ [18,33,34]. Then, the scalar equivalent
of Eq. (13) is
Escar  κδ
XN
j1
Gjr − rjjEinrj  E¯rj: (19)
We approximate the multiple-scattering field E¯rj by its first
contribution:
E¯rj ≈ κδ
X
m≠j
Gjrj − rmjEinrm; (20)
which is equivalent to considering single- and double-
scattering events only:
Etotr  Einr  κδ
XN
j1
Gjr − rjjEinrj
 κ2δ
XN
m1
X
j≠m
Gjr − rmjGjrm − rjjEinrj: (21)
The second term in Eq. (21) describes the single scattering
of the incident wave by each atom in position rj , followed by
its propagation toward r. The third term corresponds to the
double-scattering contribution; i.e., the photons are first scat-
tered by the atoms in rj , then propagate to rm, where they are
scattered again and reach position r. As it can be observed
in Fig. 4, the double scattering is the first of the multiple-
scattering processes that contributes to CBS. It results from
the interference between the wave that is first scattered in
rj and then in rm, and the reciprocal path, when the wave
is first scattered in rm and then in rj . This effect can be
captured by calculating the scattered field in the far-field
limit, approximating the Green’s function as Gjr − rjj ≈
expikr − ik · rj∕ikr:
Escar  κδ
eikr
ikr
E0
XN
j1
eik0−k·rj
 κ2δ e
ikr
ikr
E0
XN
m1
X
j≠m
Gjrm − rjjeik0 ·rj−k·rm; (22)
where we assume that the incident field is a plane wave
Einr  E0 expik0 · r. Introducing the factor
TN k;k0 
1
N
X
m
X
j≠m
Gjrj − rmjeik0 ·rj−k·rm; (23)
the scattered intensity up to the second scattering order can
be written as
Iscar  I1N2jSN k − k0  κδTN k;k0j2; (24)
where I1  I0∕k2r21 4δ2 is the single-atom scattered
intensity and I0 is the intensity of the incident wave.
Upon configuration averaging, the structure factor gives an
incoherent contribution, jSN k − k0j2  1∕N , while the
coherent contribution in the forward direction for large N
can be written as a continuous integral:
S
∞
 1
N
Z
drρr expik − k0 · r; (25)
where ρr is the atomic density. jTN j2 yields an incoherent
contribution plus two coherent contributions, which, how-
ever, have different origins. Taking the square modulus of
Eq. (23) and considering only equal pairs of atoms j;m in
TN and T

N , we obtain
jTNk; k0j2pair ≈
1
N2
X
m
X
j≠m
1 cosk k0 · rj − rm
k2jrj − rmj2
: (26)
The first incoherent term emerges when the same pair of
atoms is considered twice [1∕k2jrj − rmj2 term in Eq. (26)],
whereas the second term results from the pair j;m crossed
with its reciprocal path m; j (cosine term). The latter is
known as the CBS term [8], since it also yields a backward
coherent radiation. In the diagrammatic approach, the first
term in Eq. (26) corresponds to the first ‘ladder’ term, and
the second one to the ‘most-crossed term’ [24]. Besides these
pair terms, TN also gives a coherent contribution to the for-
ward intensity due to the processes involving more than two
atoms. This contribution in the continuous density limit can be
written as
|E(1)|2
|E(2)|2
|E
thr
(1)|2
|E
thr
(2)|2
Fig. 4. Radiation profile jEnθj2 in the far-field limit for scattering
orders n  1, 2. The single-scattering order E1 exhibits only a for-
ward contribution (peaks pointing to the right) and a homogeneous
background. The double-scattering contribution E2 shows both for-
ward and backward (CBS) patterns (peaks pointing to the left) in ad-
dition to the background. The theoretical curves (thr) are derived
from Eqs. (30), (31), and (32). Simulations are realized for a Gaussian
spherical cloud consisting of N  400 atoms with resonant optical
thickness b0  2N∕kσR2  1, standard deviation σR ≈ 28.3∕k, and
detuning δ  1, and averaged over 1000 realizations. The incoming
field is unity E0  1, and the radius of observation is 3 · 104∕k. Scale
is logarithmic.
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T
∞
k; k0 
1
N
Z
dr1ρr1
Z
dr2ρr2
expikjr1 − r2j
ikjr1 − r2j
× eik0 ·r1−k·r2: (27)
Collecting the different contributions, the scattered intensity
up to the double-scattering order reads
Isca  I1N

1 N
1 4δ2 jTN j
2
pair  NjF j2

; (28)
where F  S
∞
 κδT
∞
. The first term is the isotropic inco-
herent contribution NI1 of N independent atoms. The second
term enhances the previous incoherent term and also provides
the CBS cone [second term in Eq. (26)]. Finally, the third term
in Eq. (28) contributes to the coherent forward emission as
the sum of the single- and double-scattering contributions.
The CBS cone reveals itself upon averaging over the pair
double-scattering term (26). We first average over the direc-
tion of the vector rj − rm, assuming an atomic distribution
with infinite boundaries, as, for instance, the Gaussian one,
which is easy to parametrize. Moreover, there is no need to
know the details about the density of the cloud, since we deal
with angular variables only. We note that although the
procedure does not correspond to a rigorous configuration
average, it allows for analytical results and compares well
with numerical results obtained by configuration averages
(see Fig. 4).
This first averaging results in (see Appendix B for details)
hjTN j2pairi 
1
N2
X
j
X
m≠j
1
k2r2jm
×

1 sin2krjm cosθ∕2
2krjm cosθ∕2

;
(29)
where θ refers to the angle of kwith respect to the direction of
k0. The average over the pair distance rjm  jrj − rmj is the
next step, and the resulting backscattering enhancement
depends on the atomic distribution. In the next section, we
discuss the CBS for Gaussian spheres.
A. Gaussian Sphere Density Profile
As discussed previously, our multiple-scattering approach is
valid for arbitrary geometries, including inhomogeneous me-
dia. Let us illustrate this on a Gaussian sphere of standard
deviation σR, for which the contribution of double scattering
to CBS enhancement reads (see Appendix C)
hjTN θj2pairi 
1
2σ2

1

π
p
2
erf2σ cosθ∕2
2σ cosθ∕2

 Eθ
2σ2
(30)
with σ  kσR. Eθ has a maximum enhancement of 2 (see
Fig. 6) and an angular FWHM of Δθ  2

3
p
∕σ ≈ 0.55λ∕σR.
For a Gaussian sphere, the single-scattering forward contri-
bution gives (see Ref. [17], Eq. (25))
S
∞
θ  exp−2σ2 sin2θ∕2; (31)
while the second-order forward contribution, in the limit of
large spheres σ ≫ 1, is
T
∞
θ ≈ N
4σ2
exp−4σ2 sin2θ∕4: (32)
The exact expression and its derivation are given in
Appendix D. The total scattered intensity for a Gaussian
sphere, up to the second scattering order [see Eq. (28)], reads
Iscar  I1N

1 bδ
4
Eθ  NjFθj2

; (33)
where the forward contribution is given by
Fθ  e−2σ2 sin2θ∕2 − 1 2iδ bδ
8
e−4σ
2 sin2θ∕4; (34)
and bδ  b0∕1 4δ2 with b0  2N∕σ2 being the resonant
optical thickness for scalar light. Equation (34) highlights
the fact that the multiple-scattering expansion is performed
in orders of bδ 

2π
p
σR∕l, i.e., in orders of inverse
scattering mean free path l  1∕ρ0σscδ, where σscδ 
4π∕k21 4δ2 is the scattering cross section.
The background second-order scattering is observed to in-
terfere destructively with the background first-order scatter-
ing in Fig. 5, leading to an overall reduction of the background
radiation. This effect is already present in the mathematical
expression of the forward contribution given by Eq. (34),
which is expected to be the dominant term except for the
backward direction.
Coherent Backscattering. Our analysis is in excellent agree-
ment with the experimental results of Bidel and coworkers
[13]; see Fig. 6. These authors probed the CBS cone for a large
cloud (σ  8098) of scalar optical thickness b0  1.93 at res-
onance, and measured an angular width of the cone of
0.50 0.04 mrad. This result is in accord with the theoretical
value of 0.46 mrad derived from Eq. (30).
Coherent Forward Scattering. —The single-scattering for-
ward lobe is given by the first term in Eq. (34), and reflects the
diffraction from the sample. Surprisingly, we also observe a
forward lobe for the double-scattering contribution, given
by the second term in Eq. (34). The ratio between the peak
intensity of the double scattering compared to that of single
scattering is always given by b20∕644δ2  1, and the ratio of
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Fig. 5. Far-field scattered intensity versus θ up to the first, second,
and third scattering orders, i.e., In  ε0c∕2j
P
n
j1 E
jj2, in units of
NI1. The inset is a zoom of the backscattering region (linear scale).
Simulations realized for a Gaussian spherical cloud of on-resonant
optical thickness b0  1, N  200 particles, scaled size σ  20, and
laser detuning δ  0.5. The intensity has been averaged over 1000
realizations.
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their power by b20∕324δ2  1 for σ ≫ 1, independently of
spatial density.
We, however, note that increasing the system size at con-
stant b0 and δ will increase the peak amplitude and power for
both the first and second scattering orders [last N factor in
Eq. (33)], yet their ratio remains constant. This CFS lobe could
be compared to that of Refs. [35,36]. In both these works, the
forward lobe appears only in the high spatial density limit
close to the Anderson localization threshold, whereas in
our case, the lobe is also present in the low-density limit.
5. CONCLUSION
We have proposed an iterative multiple-scattering approach,
where the radiation field at each scattering order is obtained
from the field at the atomic positions calculated at the pre-
vious order. Provided all the eigenvalues of the iterative scat-
tering operator have below-unity eigenvalues, it provides a
converging solution for the multiple-scattering problem. In
the opposite case, the picture of waves being scattered at
one atom after the other collapses, and the multiple-scattering
series becomes divergent. A limitation of the approach is that
the derivation of the n th scattering order involves n − 1 inte-
grals over the cloud distribution, which practically limits the
efficiency of the method to the first scattering orders for non-
trivial geometries.
On the other hand, the series permits us to link observable
phenomena to particular scattering orders, thus deepening
our understanding of their physical origin. As an example,
for arbitrary distributions we calculate the double-scattering
contributions to backward coherent radiation, the so-called
CBS cone.
Finally, the multiple-scattering approach presented in this
paper may find applications in other many-body scattering
problems. One such example is the elucidation of the relation-
ship between Bragg scattering and the phenomenon of pho-
tonic bandgaps, the first one occurring in the single- and
the second one in the multiple-scattering regime.
APPENDIX A: DERIVATION OF EQ. (5)
The radiation field can be obtained from Maxwell equations in
the presence of a polarization P. The equations for the Fourier
component at the frequency ω  ck are
∇ × E  iωB; (A1)
∇ × B  −iωμ0ϵ0E P; (A2)
∇ · E  −1∕ϵ0∇ · P: (A3)
Taking the curl of Eq. (A1) and using Eq. (A2),
∇ × ∇ × E  ω2∕c2E 1∕ϵ0P; (A4)
where c  ε0μ0−1∕2 is the vacuum speed of light. Using the
identity ∇ × ∇ × E  ∇∇ · E − ∇2E and Eq. (A3), we obtain
∇2  k2E  − k
2
ϵ0

P 1
k2
∇∇ · P

: (A5)
The solution of Eq. (A5) is easily obtained using the scalar
Green’s function Gr  expikr∕ikr as
Er  i k
3
4πϵ0
Z
dr0Gjr − r0j

Pr0  1
k2
∇∇ · Pr0

(A6)
or, for each component,
Eαr  i
k3
4πϵ0
X
β
Z
dr0Gjr − r0j ×

δα;β 
1
k2
∂2
∂x0α∂x0β

Pβr0:
(A7)
By integrating by parts and using Eq. (3), we obtain
Eαr  i
k3
6πϵ0
X
β
Z
dr0Gα;βr − r0Pβr0: (A8)
Taking a discrete distribution of electric dipoles, with
Pr  −dPNj1 bjδr − rj, we obtain
Er  −i dk
3
6πϵ0
XN
m1
Gr − rm · bm: (A9)
APPENDIX B: AVERAGE OVER RANDOM
ANGULAR VARIABLES FOR THE CBS
CONTRIBUTION
Assuming in the double-scattering contribution of Eq. (26)
k0  k0; 0; 1, k  ksin θ cos ϕ; sin θ sin ϕ; cos θ, and
rjm  rjmsin θjm cos ϕjm; sin θjm sin ϕjm; cos θjm, where
rjm  rj − rm, then
k k0 · rjm  krjmsin θ sin θjm cosϕjm − ϕ
 1 cos θ cos θjm: (B1)
By averaging over θjm and ϕjm, we obtain
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Fig. 6. Experimental and theoretical CBS enhancement Eθ for a
Gaussian sphere of normalized standard deviation σ  8098 and
δ  0. The circles correspond to the experimental values reported
in Fig. 2 of Ref. [13], while the plain curve reproduces Eq. (33). It must
be noted that the only free parameter is a 3% adjustment of the
background.
Rouabah et al. Vol. 31, No. 5 / May 2014 / J. Opt. Soc. Am. A 1037
hjTN j2pairi 
1
N2
X
j;m≠j
1
k2r2jm
×

1 1
4π
Z
2π
0
dϕjm
Z
π
0
dθjm sin θjm
× cosfkrjmsin θ sin θjm cosϕjm − ϕ
 1 cos θ cos θjmg

: (B2)
Using the expression
R
2π
0 dϕ cosa b cosϕ − ϕ0 
2π cosaJ0b, the integration over ϕjm gives
hjTN j2pairi 
1
N2
X
j
X
m≠j
1
kr2jm
×

1 1
2
Z
π
0
dθjm sin θjm
× coskrjm1 cos θ cos θjm
× J0krjm sin θ sin θjm

: (B3)
Using the expression
Z
π
0
dθ sin θ cosa cos θJ0b sin θ  2
sin

a2  b2
p

a2  b2
p ; (B4)
we obtain
hjTN j2pairi 
1
N2
X
j
X
m≠j
1
kr2jm
f1 sinc2krjm cosθ∕2g; (B5)
where sincz  sinz∕z.
APPENDIX C: DERIVATION OF EQ. (30)
Let us consider the integral
I 
Z
dr1ρr1
Z
dr2ρr2f jr1 − r2j: (C1)
Changing integration variables from r1 and r2 to R 
r1  r2∕2 and s  r1 − r2,
I 
Z
dR
Z
dsρR − s∕2ρR s∕2f jsj: (C2)
Assuming a Gaussian distribution, ρr  ρ0 exp−r2∕2σ2R,
since jR s∕2j2  jR − s∕2j2  2R2  s2∕2, in polar coordi-
nates the integral (C1) becomes
I  2N
2
πσ6R
Z
∞
0
dRR2e−R
2∕σ2
R
Z
∞
0
dss2e−s
2∕4σ2
R f s
 4N
2
π
p
Z
∞
0
dxx2e−x
2
f 2σRx: (C3)
Taking
f s  1
k2s2

1 sin2ks cosθ∕2
2sk cosθ∕2

; (C4)
the integral is
I  N
2
σ2

π
p
Z
∞
0
dxe−x
2

1 sinax
ax

 N
2
2σ2

1

π
p
a
erfa∕2

;
(C5)
where σ  kσR and a  4σ cosθ∕2.
APPENDIX D: DERIVATION OF EQ. (32)
Let us consider the coherent contribution T
∞
k;k0 of
Eq. (27) and introduce R  r1  r2∕2 and s  r1 − r2, so that
T
∞
k; k0 
1
ikN
Z
dR
Z
dsρR s∕2ρR − s∕2
× s−1eik0−k·Rik0k·s∕2iks: (D1)
For a Gaussian distribution the double integral factorizes,
T
∞
k; k0 
ρ20
ikN
Z
dRe−R
2∕σ2
R
ik0−k·R
×
Z
dss−1e−s
2∕4σ2
R
ik0k·s∕2iks: (D2)
Assuming k  sin θ cos ϕ; sin θ sin ϕ; cos θ and k0 
k0; 0; 1, the first integral yields
I1  ρ0
Z
dRe−R
2∕σ2
R
ik0−k·R  N
2

2
p e−σ21−cos θ∕2;
where σ  kσR. The second integral of Eq. (D2), after integra-
tion over the angular variables, yields
I2 
2N
i

2π
p
σ2 cosθ∕2
Z
∞
0
dxe−x
2∕4iσx sinσ cosθ∕2x:
Using the expression
Z
∞
0
dxe−x
2∕4iax sinbx


π
p
2
f−e4aberfia − b − i  erfia b − ige−ab2 (D3)
we obtain, from the above equations
T
∞
θ  Ne
−2σ21cos θ∕2
4iσ2 cos θ∕2
ferfiσ1 cos θ∕2
− e4σ
2 cos θ∕2erfiσ1 − cos θ∕2  ie4σ2 cos θ∕2 − 1g:
(D4)
Notice that T
∞
π  N exp−2σ2. For large σ and near the
forward direction, we get
T
∞
θ ≈ N
4σ2
e−4σ
2 sin2θ∕4 ≈
b0
8
e−4σ
2 sin2θ∕4: (D5)
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The interplay between the superradiant emission of a cloud of cold two-level atoms and the radiation pressure force is
discussed. Using a microscopic model of coupled atomic dipoles driven by an external laser, the radiation field and the
average radiation pressure force are derived. A relation between the far-field scattered intensity and the force is derived,
using the optical theorem. Finally, the scaling of the sample scattering cross-section with the parameters of the system is
studied.
Keywords: cold atoms; Dicke superradiance; cooperative scattering
1. Introduction
Cooperative effects occur when the behavior of a many body
system is determined by their collective interactions with
each other and thus manifest themselves in a large variety
of physical systems. In this paper, we focus on the specific
case of a collection of atoms illuminated by a laser. In
this situation, the electro-magnetic field mediates resonant
dipole–dipole interactions between the atoms, leading to a
cooperative response of the system, which quantitatively
differs from the single atom response. Such effects are im-
printed on physical observables that can be experimentally
measured such as e.g. the emission diagram or the radiation
pressure force acting on the cloud.
When a single atom is illuminated by a laser, the scat-
tering process results in a force proportional to the number
of scattered photons. Indeed, as an atom absorbs a photon
from the laser of wave vector k0, it acquires a momentum
~k0, but the average momentum change during the emission
process is zero.
For a collection of atoms, the picture changes drastically
as it was first noticed in a pioneering work by Dicke [1]
where he showed enhanced spontaneous emission decay
rates in small and large samples due to constructive interfer-
ences of collective emission. In the situation of an incident
laser scattering on a cloud of atoms, the atoms cooperate
to scatter the light leading to a directional emission. This
phenomenon is due to the synchronization of the atomic
dipoles with the laser. The collective effects become even
∗Corresponding author. Email: robin.kaiser@inln.cnrs.fr
stronger as the atomic medium becomes optically dense
and the radiation of the atoms starts to alter significantly
the wave propagation. Among the other collective effects
that arise, one can mention the collective Lamb shift [2,3],
Mie resonances [4], subradiance [5], the refractive index of
a dilute Bose gas [6] as well as a reduction of the radiation
pressure force [7,8].
Since the radiated light results from the interference of
the waves emitted by each dipole, the simple relation
between emitted photon and atomic recoil is lost. For
example, a striking feature of cooperativity is the mod-
ification of the atomic recoil due to the presence of the
neighboring atoms [9,10], an effect that cannot be deduced
from single-atom physics.
We here discuss the particular relation between the
directional superradiant emission, and the reduction of the
radiation pressure force. The atomic cloud is described as
a microscopic ensemble of coupled atomic dipoles, and
both the radiated field and the force are expressed as a
function of these dipoles. The optical theorem is derived
in this framework, and is shown to lead to a direct relation
between intensity scattered and radiation pressure force for
the cloud center-of-mass.
2. Cooperative scattering model
The atomic cloud is described as a system of two-level
(g and e) atoms, with resonant frequency ωa and position
© 2013 Taylor & Francis
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r j , that are driven by an uniform laser beam with electric
field amplitude E0, frequency ω0 and wave vector k0 =
(ω0/c)eˆz . The laser–atom interaction is described by the
following Hamiltonian:
H =
~Ω0
2
N∑
j=1
[
σˆ j exp[i(∆0t − k0 · r j )] + h.c.
]
+ ~
N∑
j=1
∑
k
gk
(
σˆ j exp(−iωa t)+ σˆ
†
j exp(iωa t)
)
×
[
aˆ
†
k exp[i(ωk t − k · r j )] + aˆk exp[−i(ωk t − k · r j )]
]
,
(1)
where Ω0 = d E0/~ is the Rabi frequency of the incident
laser field and ∆0 = ω0 − ωa is the detuning between
the laser and the atomic transition. In Equation (1) σˆ j =
|g j 〉〈e j | is the lowering operator for the j-atom, aˆk is the
photon annihilation operator and gk = (d2ωk/2~ǫ0V )1/2 is
the single-photon Rabi frequency, where d is the electric-
dipole transition matrix element and V is the photon mode
volume. The special case where a single photon (mode k)
can be assumed to be present in the system, was extensively
investigated in [2,11,12], and later extended to include a
low-intensity laser in [7,13,14]. The system atoms+photons
is then described by a state of the form [15]:
|Ψ 〉 = α(t)|g1 . . . gN 〉|0〉k
+ exp(−i∆0t)
N∑
j=1
β j (t)|g1 . . . e j . . . gN 〉|0〉k
+
∑
k
γk(t)|g1 . . . gN 〉|1〉k
+
∑
k
N∑
m,n=1
ǫm<n,k(t)|g1 . . . em . . . en . . . gN 〉|1〉k,
(2)
The first term in Equation (2) corresponds to the initial
ground state without photons, the second term is the sum
over the states where a single atom has been excited by
the classical field. The third term corresponds to the atoms
that returned to the ground state having emitted a photon
in the mode k, whereas the last one corresponds to the
presence of two excited atoms and one virtual photon with
‘negative’ energy. It is due to the counter-rotating terms in
Hamiltonian (1) and this disappears when the rotating wave
approximation is made. In the linear regime α ≈ 1 and in
the Markov approximation, valid if the decay time is larger
than the photon time-of-flight through the atomic cloud,
the scattering problem reduces to the following differential
equation [13,14,16]
β˙ j =
(
i∆0 −
Γ
2
)
β j − i
Ω0
2
exp(ik0 · r j )
−
Γ
2
∑
m = j
exp(ik0|r j − rm |)
ik0|r j − rm |
βm (3)
with initial condition β j (0) = 0, for j = 1, . . . , N .
Here, Γ = V g2k k20/πc = d2k
3
0/2πǫ0~ is the single-atom
spontaneous decay rate. The kernel in the last term of
Equation (3) has a real component, −(Γ/2)∑m = j
[sin(x jm)/x jm] (where x jm = k0|r j − rm |), describing
the collective atomic decay, and an imaginary component,
i(Γ/2)
∑
m = j [cos(x jm)/x jm], describing the collective
Lamb shift [16–18]. Notice that while Equation (3) is here
deduced from a quantum mechanical model, it can also be
obtained classically, treating the two-level atoms as weakly
excited classical harmonic oscillators [15,19].
3. Radiated field
The radiation field operator aˆk evolves according to the
following Heisenberg equation
daˆk
dt
=
1
i~
[aˆk, Hˆ ]
= −igk exp[i(ωk − ωa)t]
N∑
m=1
σˆm exp(−ik · rm),
(4)
where the fast oscillating term proportional to
exp[i(ωk + ωa)t] has been neglected. The scattered field
is obtained by performing the sum over all the modes,
considering only the positive-frequency part of the electric
field operator
Eˆs(r, t) =
∑
k
Ek aˆk(t) exp(ik · r − iωk t), (5)
where Ek = (~ωk/2ǫ0V )1/2. Integrating Equation (4) with
respect to time, with ak(0) = 0, inserting it in Equation (5),
and assuming the usual Markov approximation, one
obtains [14]
Eˆs(r, t)≈−
dk30
4πǫ0
exp(−iωa t)
N∑
m=1
exp(ik0|r − rm |)
k0|r − rm |
σˆm(t).
(6)
When applied on the state (2), neglecting virtual transitions,
it yields Eˆs |Ψ 〉 = Es exp(−iω0t)|g1 . . . gN 〉, with
Es(r, t) = −
~Γ
2d
N∑
m=1
βm(t)
exp(ik0|r − rm |)
k0|r − rm |
. (7)
Hence, the radiated field appears as a sum of spherical waves
radiated by the atomic dipoles. In the far-field limit, one has
k0|r−rm | ≈ k0r −k ·rm , with k = k0(r/r), so the field (7)
radiated in a direction k reads
E (far)s (k, t) ≈ −
~Γ
2d
exp(ik0r)
k0r
N∑
m=1
βm(t) exp(−ik · rm).
(8)
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The scattered intensity in a direction k is then derived as
Is(k) =
ǫ0c~2Γ 2
2(dk0r)2
∣∣∣∣∣
N∑
m=1
βm(t) exp(−ik · rm)
∣∣∣∣∣
2
(9)
=
ǫ0c~2Γ 2
2(dk0r)2
×
⎛
⎝ N∑
m=1
|βm |
2+
N∑
j =m
β jβ∗m exp[−ik · (r j − rm)]
⎞
⎠ .
(10)
Integrating this intensity over all directions leads to the
total scattered power
Pr =
d2k40c
2πǫ0
⎛
⎝ N∑
m=1
|βm |
2+
N∑
m = j
β jβ∗m
sin(k0|r j − rm |)
k0|r j − rm |
⎞
⎠ ,
(11)
where we have used the equality∫
dkˆeik0kˆ·d = 4π
sin(k0|d|)
k0|d|
. (12)
In Equation (11), the first term corresponds to the incoherent
sum of the single atom radiated power. The second term is
an interference term; in the limit of a cloud small compared
to the wavelength, the dipole moments have the same phase
and this latter term is responsible for a superradiant build-up
of the radiated power ∝ N 2 (see, e.g. [1]).
4. Radiation pressure force
As for the radiation force operator acting on the j th atom,
it is derived from Equation (1) as
Fˆ j = −∇r j Hˆ = Fˆaj + Fˆej . (13)
A first contribution associated with the absorption of
photons of the pump appears [7,13]:
Fˆaj = i~k0
Ω0
2
{
σˆ j exp[i(∆0t − k0 · r j )] − h.c.
}
, (14)
whereas the second contribution comes from the emission
of the photons in any direction k:
Fˆej = i~
∑
k
kgk
{
aˆ
†
kσˆ j exp[i(ωk − ωa)t − ik · r j ]
− σˆ
†
j aˆk exp[−i(ωk − ωa)t + ik · r j ]
}
. (15)
In Equation (15), the counter-rotating terms proportional to
exp[±i(ωk + ωa)t] were neglected.
As we are interested in comparing the radiation pressure
force to the single-atom case, we define the average radia-
tion force Fˆ = (1/N )
∑
j Fˆ j = (Ftot/N )eˆz that measures
acceleration of the cloud center-of-mass given by
aCM = Fˆ/m, with m the single-atom mass. Note that this
average force is N times smaller than the total force Ftot act-
ing on the whole cloud of atoms. Since we consider clouds
with rotational symmetry around the laser axis, this force
is in the same direction as the incident field wave vector
k0 = k0eˆz . This average force is measured by time-of flight
techniques in cold atomic clouds released, for instance, from
magneto-optical traps (MOTs) and has recently revealed
cooperative effects in the scattering by extended atomic
samples [8,20]. Like the scattered radiation, this force is
an observable that contains signatures of the cooperative
scattering by the atoms [7,8]. The average absorption force
along the z-axis, resulting from the recoil received upon
absorption of a photon from the incident laser, reads
Fˆa =
i
2N
~k0Ω0
N∑
j=1
[
σˆ j exp(i∆0t − ik0 · r j )− h.c.
]
. (16)
Similarly, the average emission force writes Fˆe =
(1/N )
∑
j Fˆej . Inserting the expression for aˆk from Equa-
tion (4) into Equation (15), and approximating the discrete
sum over the modes k by an integral, it is possible to obtain,
as was done for the radiation field operator EˆS of Equa-
tion (7), the following expression for the average emission
force along the z-axis [7]:
Fˆe = −
~k0Γ
8πN
∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
dθ sin θ cos θ
×
N∑
j,m=1
[
exp[−ik · (r j − rm)]σˆ †m σˆ j + h.c.
]
.
(17)
Neglecting virtual photon contributions, the expectation
values of the absorption and emission forces for state (2)
are
〈Fˆa〉 = −
~k0Ω0
N
N∑
j=1
Im
[
β j exp(−ik0 · r j )
]
, (18)
〈Fˆe〉 = −
~k0Γ
4πN
∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
dθ sin θ cos θ
×
N∑
j,m=1
(
β jβ∗m exp[−ik · (r j − rm)]
)
= −
~k0Γ
N
N∑
j,m=1
(z j − zm)
|r j − rm |
j1(k0|r j − rm |)Im
(
β jβ∗m
)
,
(19)
where we used the identity∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
dθ sin θ cos θ exp[−ik · (r − r′)]
= 4π i
z − z′
|r − r′|
j1(k0|r − r′|). (20)
j1(z) here refers the first-order spherical Bessel function.
Note that the decomposition into absorption (18) and emis-
sion (19) forces is fully compatible with classical expres-
sions of the optical force [21], where the force arises as the
product between the atomic dipole and the total field [22]
(i.e. including the radiation from the other atoms).
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5. Optical theorem
Let us now discuss the formulation of the optical theorem
in the framework of collective scattering. To that purpose,
we consider an infinite slab illuminated by a plane wave. In
the far-field limit, the field in a direction kˆ is
E(r) =
[
E0
2
exp(ik0z)+ E (far)s (r, kˆ)
]
exp(−iω0t)
=
E0
2
[
exp(ik0z)−
exp(ik0r)
k0r
f (kˆ)
]
exp(−iω0t),
(21)
where the scattering amplitude for the scattered field f is
given by
f (kˆ) = Γ
Ω0
∑
j
β j exp(−ik0kˆ · r j ). (22)
As a consequence, the scattered intensity at a large distance
r from the cloud is
Is = I0
| f (kˆ)|2
k20r2
, (23)
while the total scattering cross-section is obtained by
integrating over all the solid angle
σsca =
1
k20
∫
dkˆ| f (kˆ)|2. (24)
To simulate numerically the slab illuminated by a plane
wave, we consider a cylinder of transverse size large
Figure 1. Scattering amplitude | f (kˆ)|2 as given by Equation (22)
for a cylindrical cloud of thickness 30/k0 and radius 90/k0,
illuminated by a plane wave. The direction of the incoming
wave is indicated by an arrow. The number of scatterers is
N = 20,000, the detuning ∆0 = 0. The color-coded intensity
is represented in log-scale. One can clearly see in red the strong
forward emission of the sample, reminiscent of Mie scattering
by large clouds compared to the wavelength. In the other
directions, the scattered field is speckle-like due to the randomly
positioned two-level scatterers, and describes the spontaneous
emission by the cloud. Performing configuration averages would
smooth out these fluctuations, except in the backward direction
where, in the multiple scattering regime, the well-known
coherent backscattering cone is recovered [23,24]. Finally, the
emission in the transverse dimension is reduced due to the
quasi-one-dimensional geometry. (The color version of this figure
is included in the online version of the journal.)
compared to its thickness and to the wavelength, with a
random homogeneous distribution of atoms. Figure 1 shows
the emission diagram of the scattered field for resonant
excitation and a cylindrical cloud of atoms. The energy
conservation imposes that
σext = σsca + σabs, (25)
where σext and σabs are the cross-sections for extinction
and absorption, respectively. The extinction cross-section
is then obtained from the optical theorem. In the forward
direction the total field is
Efwd(θ = 0) =
E0
2
[
exp(ik0z)−
exp(ik0r)
k0r
f (0)
]
exp(−iω0t).
(26)
In the slab configuration, the cloud radiates mainly in a
narrow forward cone – the angle of the cone of emission
is given by the inverse of the cloud transverse size. Hence,
observing the field in a plane far from the atoms and within
the forward cone of emission, the radius expands as
r ≈ z + (x2 + y2)/2z, and one obtains
Efwd(r) ≈
E0
2
[
1 −
f (0)
k0z
exp[ik0(x2 + y2)/2z]
]
× exp[i(k0z − ω0t)]. (27)
So the intensity reads
|Efwd(r)|2 ≈
|E0|2
4
{
1 −
2
k0z
Re
[
f (0) exp[ik(x2 + y2)/2z]
]}
,
(28)
since we have neglected the quadratic term |Es |2. The
measured intensity is the incident intensity minus the
extinction intensity. In Equation (28), the integration over
x, y yields a factor 2iπ z/k0, and one gets
σext = −
4π
k20
Im[ f (0)]. (29)
Hence, from Equation (24) one obtains the relation
−Im[ f (0)] = 1
4π
∫
dkˆ| f (kˆ)|2 + k
2
0
4π
σabs. (30)
In our microscopic description of the light–atom interaction
there is no absorption, so that σabs = 0.An illustration of the
validity of the optical theorem is given in Figure 2 for reso-
nant light scattering by a slab containing two-level scatterers
with a uniform density distribution. From Equations (22)
and (29), and introducing the wavevector k = k0kˆ(θ, φ),
we obtain the relation
−
Ω0
Γ
∑
j
Im
[
β j exp(−ik0 · r j )
]
=
1
4π
∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
dθ sin θ
×
∑
j,m
[
β jβ∗m exp[−ik0kˆ · (r j − rm)]
]
. (31)
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Figure 2. Illustration of the optical theorem. Left: the scattered intensity integrated along φ, i.e. g(θ) =
∫ 2π
0 dφ | f (θ, φ)|2, is shown
for resonant light ∆0 = 0 and a slab geometry with a uniform density distribution. The number of atomic scatterers is varied between 1
and 5000 (from inside to outside curves). The transverse size of the slab is Lx,y = 80/k0 and the longitudinal size is varied such that
Lz = (20/k0)N/5000. This procedure allows us to vary the optical thickness b0 = 4πN/(k20 Lx L y) between 3 × 10
−3 and 10 while
maintaining the atomic density constant. We would like to insist on the fact that the optical thickness is computed for the scattering of a
scalar field which leads to an unusual resonant cross-section for light σ0 = λ2/π (different from the well-known resonant cross-section
σ0 = 3λ2/(2π) for vectorial light). The incident field is coming from the left and the intensity is plotted in log-scale. In addition to the
forward Mie-like lobe, a lobe is also observed in the backward direction which we attribute to light reflection due to the sharp variation
of optical index when the light hits the slab. Right: the blue circles represent the total scattering cross-section obtained by integrating the
emission diagram over θ and φ, i.e. σsca = 1/k20 ×
∫ π
0 dθ sin(θ)g(θ). In our microscopic model, there is no absorption so that σabs = 0,
leading to σext = σsca . The optical theorem Equation (29) can thus be written as σsca = −(4π/k20)Im[ f (0)], which is plotted in magenta.
The good agreement between the two curves illustrates the validity of the optical theorem. (The color version of this figure is included in
the online version of the journal.)
Consequently, using Equations (18) and (19), the average
force along the z-axis reads:
Fz =
~k0Γ
4πN
∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
dθ sin θ(1 − cos θ)
×
N∑
j,m=1
(
β jβ∗m exp[−ik · (r j − rm)]
)
. (32)
We observe from Equation (32) that the average radiation
pressure force is not merely proportional to the excitation
probability, i.e.
∑
j |β j |2, but it is the result of an inter-
ference between the different atomic dipoles β j . For this
reason a measurement of the force captures the coherence
properties of the scattering process as well as the detection
of the light intensity. To make this point more explicit, using
Equation (9), it is possible to write the force as
Fz =
r2
Nc
∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
dθ sin θ(1 − cos θ)Is(θ, φ), (33)
where the scattered far-field intensity is Is(θ, φ) =
2cǫ0|Es(θ, φ)|2. This highlights the fact that the radiation
pressure force, that pushes the atoms along the direction of
the incident beam, is proportional to the net radiation flux
of the scattered intensity.
In the case of an isotropic emission (e.g. single-atom
case, or cloud much smaller than the wavelength), the scat-
tered intensity Is is independent of the angle and we get
Fz = (4πr2/(Nc))Is : the direct proportionality between
scattered power and radiation pressure force is recovered.
The cooperative effect of light scattering in such small sam-
ples is then encoded in the total scattered intensity Is . In
the case of superradiant scattering for larger samples, a
pronounced emission into the forward direction decreases
the radiation force, as observed for example in [8].
6. Scaling of the scattering cross-section
In this section we are interested in understanding how the
scattering cross-section scales with the parameters of the
system. We consider the case of a slab with uniform density
distribution. The slab contains N atoms and its size along
the x , y, z axes is denoted by Lx , L y , L z respectively. The
numerical simulations presented in Figure 3 show how the
scattering cross-section depends on the optical thickness of
the cloud b0 = 4πN/(k20 Lx L y). For dilute clouds of atoms
we find:
σsca = 2.15 × Lx L y
[
1 − exp
(
−
b0
2.15
)]
. (34)
When the slab is optically thick, i.e. b0 ≫ 1, we observe
that the cross-section appears to approach 2 × Lx L y . This
factor of two corresponds to the well-known ‘extinction
paradox’ [25,26] for which the extinction cross-section is
twice as large as the one predicted by geometrical optics due
to the diffraction contribution. The residual deviations from
the factor of 2 between the scattering and geometrical cross-
sections might be associated with a still moderate size of our
sample [27], or to dipole blockade effects [28,29]. For spher-
ical dielectric spheres, σext shows an oscillatory behavior
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6 T. Bienaimé et al.
Figure 3. Scaling of the scattering cross-section. Left plot: following the same procedure as the one described in Figure 2, we compute
the scattering cross-sections for different slab geometries. The results are shown in a scatter plot with different colors. The parameters of
the simulations are reported in the legend of the figure. By fitting the data, constraining the slope in the limit b0 → 0 (right plot), we
obtain a scattering cross-section that scales with the optical thickness b0 of the slab according to Equation (34) (magenta full line). (The
color version of this figure is included in the online version of the journal.)
around 2σgeo (σgeo = Lx L y for our square geometry),
which is damped for increasing sizes of the sphere [30,31].
When b0 ≪ 1 the scattering cross-section can be written
as σsca = (Lx L y)b0 = Nσ0, where σ0 = λ2/π is the
resonant scattering cross-section for a single atom in the
scalar wave description (it differs from the well-known
cross-section for vectorial light σ0 = 3λ2/(2π)). In this
limit, the interpretation is clear: at low optical thickness the
cooperative effects are negligible and the scattering of light
is given by the response of N independent atoms. We refer
the reader to [32] for a study of the areal scaling of the
light scattering by varying the size of a dense, cold atomic
cloud.
Before concluding, we would like to underline the imp-
ortance of the role of diffraction. Since we are using a
microscopic description of the system, diffraction effects
for the scattered field are already included in our model.
However, free propagation of the incident field needs to
be added for a fully consistent description. In this respect,
the incident plane wave considered so far in the paper is a
peculiar case. We will focus on these aspects in forthcom-
ing studies to precisely understand the role of diffraction.
This will naturally lead us to compare our coherent micro-
scopic model of coupled dipoles to stochastic incoherent
models commonly used to describe photon propagation in
random media. Understanding coherent light propagation
in disordered resonant scatterers is of prime importance for
both the atomic physics and the waves in complex media
communities.
7. Conclusion
We here discussed the superradiant emission of a cloud of
cold atoms, when the interference of the waves radiated by
the atomic dipoles builds up a coherent emission. Despite
the fact that the simple relation between absorbed photons
and radiation pressure force existing in the single-atom
case was lost, the optical theorem allowed one to recover a
simple relation between the total scattered intensity and the
displacement of the cloud center-of-mass. The measure of
the force of the center of mass of the atomic cloud contains
(partial) information on the scattered intensity, even for
large values of optical thickness of the cloud. We have com-
puted the total scattering cross-section which approaches a
value close to twice the geometrical cross-section of the
sample, in line with the well-known extinction paradox.
Finally, understanding the role of diffraction paves the way
for further studies to compare our coherent microscopic
model to well-established stochastic incoherent models de-
scribing photon propagation in random media.
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INTRODUCTION 
The generalized intelligent states for the harmonic oscillators are very important in 
quantum information[1,2], derived essentially from a minimization of Robertson-
Schrödinger uncertainty relation[3,4]. It is to be noted that for the intelligent states 
[5,6,7] we use the Cauchy-Schwartz inequality[5]. It is worth to mention also that the 
generalized intelligent states are known only for the ordinary Dirac canonical 
quantization. During the last few years, many interest has been devoted to the 
generalization of the quantization procedure [8]-[16]. According to Wigner[8], the 
idea of paraquantization is that the canonical commutation relation [ ] ipx =, is a 
solution of the Heisenberg equation but this is by no means the only one. There is a 
general solution characterized by an order parameter  . The mathematical formalism 
of paraquantization is more complicated where for example the annihilation and 
creation operators do not satisfy a bilinear commutation relation 1=− ++ aaaa , but a 
trilinear commutation relation aaaaaaa 2=− ++ . The gol of this paper is to construct 
the paraquantum intelligent state and discuss a possible new type of entanglement. 
PARAQUANTUM INTELLIGENT STATE 
          A generalized intelligent state is a state such that the equality of the Robertson-
Schrödinger uncertainty relation is verified[9]: 
 
                                                
( ) ( ) ( )2222
4
1
FGBA +≥ΔΔ                                       (1) 
 
where the operators Aand B  satisfy the commutation relation: 
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                                                     [ ] iGBA =,                                                                (2) 
 
The eigenvalue equation of the intelligent state (IS) is given by[17]: 
 
                                                   
( ) ψψλ 2ZBiA =+                                             (3) 
 
Depending on the value of λ  ( 1=λ and 1≠λ ), one has the coherent and squeezed 
states. In paraquantum mechanics, the momentum operator has as a representation:  
 
                                                          
R
x
c
i
dx
d
ip +−=                                                 (4) 
 
where R  is a unitary operator ( +− == RRR 1 ) defined as: 
 
                                                          )()( xxR −=ψψ                                                  (5) 
 
Here 2/)1( −= Qc , where  Q  is a real paraquantization order parameter. One can 
show easily that the annihilation and creation operators a and +a have the following 
expressions: 
 
                                   
⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛ −+= R
x
c
x
dx
d
a
2
1
, ⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛ ++−=+ R
x
c
x
dx
d
a
2
1
                (6) 
 
Thus, the paraquantum IS verify the modified equation: 
 
                              
( ) ( )xZ
x
c
i
dx
d
iixx
±±± =⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛ ±−+ ψψλψ 2                                     (7) 
 
where ±′ψ   are the even and odd eigenstates of the operator R  .   The solution is: 
 
                                
    ( ) ⎟⎟
⎠
⎞
⎜
⎜
⎝
⎛
+±−=± x
Z
x
cx
Ax
λλ
ψ
2
2
exp
2
2
                                      (8) 
CONCLUSION 
          We have derived explicit expressions of the paraquantum intelligent states 
(squeezed and coherent). As a perspective, based on a remarkable property of  a 
paraquantum bipartite composite system is the existence of a natural entangled 
structure for a non-classical value of the paraquantization order  parameter ( 1≠Q ). It 
appears to be interesting to extend the study of the entangled non orthogonal states so 
as to incorporate paraquantum systems. Composite paraquantum systems such as 
anyons for instance, are natural candidates. 
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INTRODUCTION 
 Intelligent states (IS) are quantum states which minimize uncertainty relations 
for non-commuting quantum observables [1–5]. In the last years there exists a great 
interest in various properties, applications and generalizations of intelligent states [5–
12]. One of the reasons for this interest is the close relationship between intelligent 
states and squeezing. A generalization of squeezed states for an arbitrary dynamical 
symmetry group leads to the intelligent states for the group generators [6-9]. In 
particular, the concept of squeezing can be naturally extended to the intelligent states 
associated with the SU(2) and SU(1,1) Lie groups.An important possible application 
of squeezing properties of the SU(2) and SU(1,1) intelligent states is the reduction of 
the quantum noise in spectroscopy [10] and interferometry [7-12] and hence 
improving measurement precisions. On the other hand, quantum groups are a 
generalization of symmetry groups which have been used successfully in physics. A 
general feature of spaces carrying a quantum group structure is that they are 
noncommutative and inherit a well-deﬁned mathematical structure from quantum 
group symmetries. In this paper we consider a q-deformation of su(1,1) and su(2) Lie 
algebras and their IS using the Dyson [13] realization.  
SUQ(1,1) INTELLIGENT STATES 
The su(1,1) Lie algebra is spanned by the three generators K1, K2 and K3which 
satisfy the following commutation relations: 
                                    [K0, K±] = ± K± , [K+, K-] = 2K0               (1) 
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The Casimir operator for any irreducible representation is K² = k (k-1) I. Thus a 
representation of su(1,1) is determined by the parameter k called the Bergman index. 
The corresponding Hilbert space is spanned by a complete orthonormal basis |, ⟩. 
Since SU(1,1) is a noncompact group, all irreducible representation are of infinite 
dimensions. Here we shall only deal with the representation known as the positive 
discret series in which: 
K0|, ⟩= ( + )|, ⟩,  K+|, ⟩= ( + 1) ( + 2)| + 1, ⟩,                                   
            K_|, ⟩=  ( + 2 − 1)| − 1, ⟩                                      (2) 
On the other hand, the uncertainty relation limits the precise knowledge of conjugate 
physical quantities of a system. The state which minimize the uncertainty relation can 
describe the quantum system as precisely as possible. First for a given two self-adjoint 
operators A and B, one can obtain, using the Cauchy-Schwartz inequality, the 
uncertainty relation: 
                                              ⟨(∆)	⟩⟨(∆
)	⟩ ≥  |⟨[, 
]⟩| 
	
                           (3) 
 
where the variance and expectation value are given by ∆ = ⟨A2⟩–⟨A⟩2 and ⟨A⟩ = ⟨|A| 
⟩, respectively. A state is called intelligent if it satisfy the strict inequality in Eq.(3). 
It is well known [2] that such state, or IS, must satisfy the eigenvalue equation 
 +  
| ⟩ = | ⟩     (4) 
where is a positif real paramater and  a complex number.The SU(1,1) intelligent 
states (IS) can be derived by considering the special case of Eq.(4), where| ⟩ are 
solutions of the eigenvalue problem 
 
(K1–  iλ K2)| ⟩ = | ⟩     (5) 
 
It is convenient to rewrite equation (5) in term of K± as 
 
(K _ +K+)  = 2| ⟩     (6) 
 
where = 1 +  and   = 1 − . We expend the state | ⟩  on the basis |, ⟩ 
 
| ⟩ = ∑ ∞ n( ) |, ⟩         (7) 
 
and apply Eq.(6) to obtain the following recurrence relation [14] 
 
( + 1) ( + 2)cn+1+ ( + 2 − 1)n -1= 2n,  (8) 
 
The q-deformed algebra suq(1,1) is given as [15] 
 
                             [, ±] = ± ±       [, ] = − [2 ]q,                          (9) 
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where the q-deformation is defined as 
[!]q= "#"$#""$% ,        (10) 
 
Following refs.[16] and [17] using Dyson realization,  we can show that: 
                   = K0 = N + k,   = K_ [&]"& ,   = [&]"& [&	']"&	' K+, (11) 
Such that: 
| n, k ⟩ = []* ( + 2 − 1)| n –1, k ⟩, 
                            | n, k ⟩ = [ + 1]* ( + 2) [	']"	' | n +1, k ⟩,  (12) 
Here N is the number operator and k is a positive integer or half integer number. The 
suq(1,1) IS are solutions of the following eigenvalue equation: 
                                                     (_++)| ⟩q= 2| ⟩ q,         (13) 
Straightforward calculations lead to the recurrence relation: 
            [ + 1]* ( + 2)cn+1+  []* ( + 2 − 1)
[	']"
	' n -1= 2  , (14) 
If we set  = (*  *- )
.
/  0 with  q= []"  , and q= []" [	']"	' , one 
has: 

	  ( + 1) ( + 2) 0+1+ 

	   ( + 2 − 1)0-1− z 0 = 0,     (15) 
 
where  4(") = 5
6" 7"
. This leads to the solution [18-20]: 
0 = 8(4("), )= () 9 Γ[	']! Γ[	']  ;
/	
2 >1( − ,   +  4(")  ;  2 ;  2 ), (16) 
 
Here 8 94 ′("), ; the Pollaczek polynomials.  Thus, the suq(1,1) IS has the form: 
 | ⟩@ =   ∑ ()∞ 9(A)Γ[	']!(A) Γ[	'] ;
.
/ 2 >1(−,   + 4("); 2 ;  2)|, ⟩ (17) 
 
where the normalization factor  reads: 
 
     ||-² ∑ ()∞ 9 (A)Γ[	']!(A) Γ[	']  ;
/	 B2 >1(−,   +  4(")   ; 2 ;  2)B
	
  (18) 
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SUQ(2) INTELLIGENT STATES 
Similar study can be done with the su(2) algebra. The generators satify the algebra[2]: 
 
                     [,±] = ±±,  [,] = [2]q2,   (19) 
 
Following refs.[3] and [4] and using Dyson realization, we get:  
 = J0 = j-N,   = J_ [&]"&   ,  = [&]"& [C&]"C& J+ , (20) 
Such that: 
| j, n  j ⟩ = D[]*(2E −  + 1)| j, n – j 1⟩, 
 | j, n − j ⟩ = D[ + 1]*(2E − ) [	C]"	C | j, n j+1⟩,  (21) 
where  N is the number operator and J0, J±   are the generators of the su(2) algebra. The 
suq(2) IS are solution of the following eigenvalue equation: 
 
(_ + +)| ⟩q= 2| ⟩ q,    (22) 
Let us now consider the eigenvalue problem. After straightforward calculations, we 
obtain the following recurrence relation:  
[ + 1]* (2E − ) cn+1  []* (2E −  + 1) [	C]"	C n -1= 2  n, (28) 
setting   = (′*  ′*- )
.
/  0with ′q= []"  , and  
′q= []"(	C)(	C) 	C[	C]", we obtain: 
 

	 D( + 1)( + 2E) 0+1+ 

	   ( + 2E + 1)0-1− z′ 0 = 0,     (29) 
 
where  4′(") = 5
6′" 7′"
. This leads to the result[5-7] :  
0 = 8(4′("), )= () 9 Γ[	C]! Γ[	C]  ;
/	
2 >1( − ,  E +  4′(")  ;  2 E;  2 ), (30) 
 
Thus, the final expression of the suq(1,1) IS | ⟩@   is: 
 
| ⟩@ =  ∑ ()	C 9(A)F[	C]!(A) F[	C] ;
.
/ 2 >1(−, E + 4′("); 2 E; 2) | j,n j+1⟩, (31) 
The normalization factor  has the form 
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 ||-² = ∑ ()	C 9(A)F[	C]!(A) F[	C];
/	 B2 >1(−, E + 4J("); 2 E; 2)B
	| j, n j+1⟩ 
CONCLUSION 
We have derived explicit expressions of the suq(1,1) and suq(2)  intelligent and 
squeezed states. As a perspective, based on a remarkable property of  a q-deformed 
bipartite composite system is the existence of a natural entangled structure for a non-
classical value of the q-deformation parameter (q ≠ 1). It appears to be useful for 
extending the horizon of studies on entangled non orthogonal states so as to 
incorporate systems with quantum algebraic symmetries [15]. Composite systems with 
quantum symmetries, such as anyons for instance, are natural candidates. 
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Re´sume´
Ce travail de the`se traite d’une part des eﬀets de cohe´rence en diﬀusion multiple de la lumie`re
par un nuage atomique et, d’autre part, de l’intrication quantique des e´tats cohe´rents de´forme´s.
L’interaction entre la lumie`re et un nuage atomique de´sordonne´ et dilue´ donne lieu a` des
eﬀets de cohe´rence collectifs dus a` l’interaction des dipoˆles induits par le biais du champ lumi-
neux. L’inﬂuence de tels eﬀets de cohe´rence en diﬀusion multiple suscite beaucoup d’inte´reˆt.
Nous pre´sentons deux mode`les the´oriques qui de´crivent ces eﬀets de cohe´rence dans diﬀe´rents
re´gimes de diﬀusion. Le traitement du processus a` travers un de´veloppement en ordres succes-
sifs de diﬀusion nous permet de mettre en e´vidence la contribution du premier et second ordres
ainsi que l’interfe´rence entre les champs diﬀuse´s qui en re´sultent. Dans le re´gime de diﬀusion
multiple, nous montrons que la force de pression de radiation n’est pas une bonne observable
pour sonder les eﬀets coope´ratifs. Par ailleurs, nous mettons en e´vidence une surprenante co-
he´rence de phase qui sugge`re une persistance des eﬀets coope´ratifs en diﬀusion multiple. Cela
pourrait eˆtre le re´sultat d’une synchronisation entre les dipoˆles atomiques couple´s.
Dans une deuxie`me partie, nous e´tudions l’eﬀet d’une de´formation de l’alge`bre de Weyl-
Heisenberg sur l’intrication des e´tats cohe´rents. Une telle approche permet de de´crire la de´-
cohe´rence dans des syste`mes quantiques intrique´s soumis a` une perturbation exte´rieur. Nous
construisons des e´tats cohe´rents de´forme´s intrique´s et nous calculons leurs concurrence. Nous
montrons que la de´formation de l’alge`bre pourrait avoir un impact non ne´gligeable sur la
qualite´ de l’intrication bipartie des e´tats cohe´rents, si cette dernie`re n’est pas maximale.
Mots cle´s
Optique quantique - Effets coope´ratifs - Atomes froids - Intrication quantique
- E´tats cohe´rents - Diffusion de la lumie`re.
Abstract
This work is devoted on the one hand to the investigation of coherence eﬀects in multiple
scattering of light by an atomic cloud and on the other hand to the entanglement of a deformed
coherent states.
The interaction between light and a dilute disordered atomic cloud gives rise to collec-
tive coherent eﬀects due to the interaction of the induced dipoles via the external ﬁeld. The
behavior of such coherent eﬀects in multiple scattering regime is an important question for
various physical systems. We present two theoretical models describing those coherence eﬀects
in diﬀerent scattering regimes. The scattering order expansion treatment of light scattering
allows us to highlight the role of the ﬁrst and second scattering orders as well as the interfe-
rence between the resulting scattered ﬁelds. In the multiple scattering regime we show that
the radiation pressure force is not a good observable to probe cooperative eﬀects. Further-
more, we discover a surprising phase coherence that hints that collective eﬀects may survive
in multiple scattering regime. That could be due to a synchronization between the induced
atomic dipoles.
In a second part, we study the eﬀect of an algebra deformation on entangled coherent
states. Such an approach allows to describe decoherence in perturbed entangled quantum sys-
tems. We construct a deformed coherent states and calculate their concurrence. We show that
algebra deformation could have a non negligible impact on bipartite entangled coherent states
if those later are not maximally entangled.
Key words
Quantum optics - Cooperative effects - Cold atoms - Quantum entanglement
- Coherent states - Light scattering
